Az oktéber 26-i dolgozat
A wdltozat

. Egy urndban 4 egyforma papirlap van. Mindegyikre harom szamjegy van irva
egymas mellé, mégpedig az elsére 0,0,0, a masodikra 0,1,1, a harmadikra 1,0, 1,
és a negyedikre 1,1,0. Huzzunk ki egy lapot véletlenszertien. Jeldlje A; azt az
eseményt, hogy egy olyan lapot huztunk, amelynek i-edik jegye 1l-es, 1 = 1,2, 3.
Mutassuk meg, hogy az A; események paronként fliggetlenek, egyiittesen azonban
nem! 4 pont

. Véletlenszertien felirunk két 1-nél kisebb pozitiv szamot. Mennyi annak a valészi-
niisége, hogy a kivélasztott szamok mértani kozepe kisebb mint 1/27 3 pont

. Egy szabalyos kockat kétszer feldobunk. A & valdszintiségi valtozo jelentse a dobott
paros szamok szamat, az n pedig a hatos dobdsok szamat. Fiiggetlen-e & és n?
Szamitsuk ki £ és n korrelacios egyiitthatéjat! 5 pont

. Péter feldob egy kockat. Ha paratlan szamot dob, veszit 1 Ft-ot, ha hatost dob,
nyer 4 Ft-ot, egyébként ujra dobhat. A masodik dobéasnal 1 Ft-ot nyer, ha parost
dob, és 2 Ft-ot veszit, ha paratlant. Allapitsuk meg, a jaték Péter szamara elényos,
méltanyos, vagy hatranyos! 3 pont

. Egy szabalyos dobdkockat feldobunk egymas utan szazszor. Tekintsiik a paratlan
értékit dobasok Osszegét, és szamitsuk ki ennek varhaté értékét és szérasnégyzetét!
3 pont

Megoldasok

. Az A esemény azt jelenti, hogy a {(1,0,1), (1,1,0)} halmaz elemeinek valamelyikét
az Az esemény azt jelenti, hogy az {(0,1,1),(1,1,0)} halmaz elemeinek valame-
lyikét az As esemény azt jelenti, hogy az As = {(0,1,1),(1,0,1)} halmaz ele-
meinek valamelyikét tartalmazza a kihuzott lap. Innen a A; N Az = {(1,1,0)},
AN As = {(1,0,1)}, A2 n A3 = {(0,1,1)}. Ezért, P(A;) = P(As) = P(As),
P(A; N Ay) = P(A; N As) = P(As N A3) = 1, tehdt az Ay, Ay és A3 események
paronként fliggetlenek. Masrészt A1 N Ay N Az = (), ahonnan P(A; N AN Az) =0,
és az A1, Ag és A3z események nem filiggetlenek.

. Legyen a két pont 0 < z,y < 1. Ekkor az (z,y) pont egyenletes eloszlasu az

egységnégyzeten. Az, hogy a két szam mértani kozepe kisebb vagy egyenld, mint

% azt jelenti, hogy /zy < %, ami azt jelenti, hogy zy < %. Ez ugy lehetséges, hogy

vagy 0 <z < i és 0 <y <1, vagy i <x<1,60<y< ﬁ. Ennek valészintisége
1 1

i"'ﬁmﬁdm: 141 [logx]i =21 (1+logl—logl) =1(1+log4).

. Hatarozzuk meg a £ és n valésziniiségi valtozok egyiittes eloszlasat:

W) PE=2n=2)= o, ) PE=2n=1)= 5, ) P€=21=0)= .
D PE=1n=1)=2 ) PE=1n=0)=1, )PE=07=0)=



Az a) eset azt jelenti, hogy mind a két dobas hatos; a b) eset azt jelenti, hogy
vagy az elsé dobas hatos, a masodik dobas a 2-es és 4-es dobas valamelyike, vagy
a masodik dobds hatos, az els6 dobas pedig a 2-es és 4-es dobds valamelyike; a c)
eset azt jelenti, hogy mind a két dobds a 2-es és 4-es dobds valamelyike, a d) eset
azt jelenti, hogy az egyik dobds 6-0s, a mésik paratlan; az e) eset azt jelenti, hogy
az egyik dobds 2 vagy 4, a mésik paratlan; az f) eset azt jelenti, hogy mind a két
dobas paratlan.

InnenEfnzéL —+2 %—i—%: E¢ =1, En—g,ahonnanCov(g, n) =

Eén— E¢En = Tovabba Var £ = % , Varn = -, ezért Cor (&, 1) = \}g
Mivel a két Valoszmusegl valtozd korrellalt, nem lehet fliggetlen.

4. Legyen & az els6, & az (esetleges) mésodik dobds sorén szerzett nyereményiink

Minket az F (& +&2) = E& + E& értéke érdekel. P(& = ) P& =4) = §
P& =0) = %. InnenEgl_——%:— P& =1) = (52:—2)_g
P(§2 =0) = 3, ahonnan E{; = 5. E{ =0, azaz a jaték meltanyos

5. Vezessiik be a kovetkezo &, 1 § J <100, valészintliségi valtozokat. Legyen &; = 1,
ha a j-ik dobés eredménye 1, £; = 3, ha a j-ik dobas eredménye 3, §; = 5, ha a j-ik
dobas eredménye 5, {; = 0, ha a j-ik dobds eredménye 2, 4 vagy 6. Ekkor a kere-

100 100
sett Osszeg varhaté értéke F¢ = F (Z §j> = Y E¢; = 100E¢;, szérasnégyzete
i= i=1

100 100
Var¢ = Var (Z §J> = Y Var{; = 100Varé; = 100(EEF — (E&)?). Ezért,
j=1

1+3+45) =3, E& =3(149+25) =322 Vargg = 13, B = 150,
00
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B wvdltozat

Egy dobozban 1-tél 8-ig szamozott, 8 db papirlap van. Véletlenszertien kivesziink
egy lapot. Az A, B és C' események jelentése legyen:

A: a kivett lapon paros szam all;
B: 4-nél nem nagyobb szam all;

C': a kihuzott szdm 2, vagy 5-nél nagyobb. Mutassuk meg, hogy
P(AnBNC)=P(A)P(B)P(C)

és a harom esemény mégsem filiggetlen! 4 pont

A [0, 1] intervallumot két taldlomra felvett pont segitségével harom részre osztjuk.
Mennyi annak a valészintisége, hogy a kapott szakaszok mindegyike révidebb mint
1/27 3 pont
Két szabalyos pénzérme mindegyikének egyik oldaldra nullat, masikra pedig egyest
irunk. A két érmét feldobjuk. Jelolje & a dobott szamok Gsszegét, n pedig a dobott
szamok szorzatat. Fliggetlen-e & és n? Szamitsuk ki € és n korrelacios egytitthatojat!
5 pont

Egy részvény kiinduld ara egy petdk. Egy év mulva vagy kétszeresére novekszik az
ara, vagy felére csokken, vagy pedig valtozatlan marad — mindegyik lehetoség egy-
forma valdszintiségii. A kovetkezd évben ugyanez torténik, az el6zé évi valtozastol
fiiggetleniil. Mennyi két év milva a részvényar varhato értéke? 3 pont

Egy szabélyos dobokockat feldobunk egymés utan szazszor. Tekintsiikk a paros
értékit dobasok Osszegét, és szamitsuk ki ennek varhatd értékét és szérasnégyzetét!
3 pont

Megoldasok

Az A esemény azt jelenti, hogy a A = {2,4,6,8} halmaz elemeinek valamelyike,
a B esemény azt jelenti, hogy a B = {1,2,3,4} halmaz elemeinek valamelyike,
a C esemény azt jelenti, hogy az C' = {2,6,7,8} halmaz elemeinek valamelyike
tartalmazza a kihuzott lap sorszamét. Innen AN BNC = {2}, és P(A) = P(B) =
P(C) =1, P(ANBNC) = g = P(A)P(B)P(C). Viszont, BNC = {2}, P(BNC) =
: # P(B)P(C).

. Ezt a feladatot megoldottuk az oktéber 10-i gyakorlat 2. feladatdban. Ezt a

megoldast idemésolom.

Legyen az els6 ledobott pont koordinataja x a masodik ledobott ponté pedig y.
Ekkor az (z,y) pont egyenletes eloszldsi a [0, 1] x [0, 1] egységnégyzeten, és kelet-
kezett szakaszok hossza z, y —x és1—y,har <y, ésy,x—yés1—x, hax>y.
Akkor és csak akkor teljesiil a feladat kévetelménye, ha a kévetkezd két (egymast
kizard) esemény valamelyike bekovetkezik:

a.) 0§x<%,%<y<170<y—x<%,

b) 0<y<i,i<az<l,0<z—y<j.
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(Az a.) eset felel meg annak, hogy = < y, a b.) eset annak, hogy y < z.) Egyszeri

geometriai meggondolds mutatja, hogy mind az a) mind a b) eset teljesiilése azt jelenti,
hogy az (z,y) pont az egységnégyzet egy % befogokkal rendelkezo szabalyos derékszogi

N g . .. 1 Lo 11
egyenlGszariu haromszogbe esik. Igy a keresett valoszintliség 2- ¢ = 7.

3.

1

Jelolje &1 az elso, &> a mésodik feldobott érmén megjelend szam értékét, & = &1 +&»
a szamok Osszegét, 1 = £1& a szamok szorzatat. Szamitsuk ki £ és n egylittes
eloszlasat.

1 1 1

P(£:07n:0):_7 P(€:1>77:0):_7 P(f:2»77:1):—

4 2 4
Innen E¢n =2- i = %, E¢=1, En=FE{ES = i, Cov (§,n) = Eén— E{En = i,
Varé = %, Varn = 13—6 Cor (&,n) = %6. A £ és n valészinliségi valtozok nem

fiiggetlenek.

Jelolje (1 azt, hogy hanyszorosara no a részvény arfolyama az 1 évben, (o azt, hogy
hényszorosara n6 a részvény arfolyama a 2. évben. Ekkor a részvény értéke két év
milva (1(o, és E¢1(e = EGEG. P((;=2)=P((; =1)=P({; = 1) = : mind
Jj = 1 mind j = 2 esetben. Ezért E(; = %(% +1+2) = %. Ezért a részvényar
49

varhato értéke két év mulva E'( = ¢,

. Vezessiik be a kovetkezd &;, 1 < j < 100, valésziniiségi véltozokat. Legyen &; = 2,

ha a j-ik dobés eredménye 2, §; = 4, ha a j-ik dobas eredménye 4, §; = 6, ha a j-ik
dobés eredménye 6, §; = 0, ha a j-ik dobés eredménye 1, 3 vagy 5. Ekkor a kere-

100 100
sett Osszeg varhato értéke K = F (E §j> = E¢; = 100E¢;, szorasnégyzete
j=1 j=1

100 100
Var{ = Var (Z §j> = Y Var§;, = 100Varé; = 100(EES — (E&)?).  Ezért,
j=1 j=1

E¢& = %(62+4+6) =2, B& = 1(4+16+36) = 28, Varg = & E¢ = 200,

Var ¢ = 1600 300.



Az oktéber 31-i gyakorlaton targyalt feladatok

1.) Egy szabélyos dobdkockat feldobunk kétszer egyméds utan. Tekintsiik az elsé dobas
értékét és a két dobas maximumat. Hatarozzuk meg e két valdszintiségi valtozo
egylttes eloszlasat és kovarianciajat.

Megoldas. Jelolje & az els6, & a mésodik dobas eredményet, és legyen 1 =
max(&1,&2). Ki kell szdmitanunk a (§1,7n) egylittes eloszldsat. A (£1,7n) véletlen
vektor olyan (i, j) parokat vesz fel, amelyekre 1 < i < j < 6. Vezessiik be a P(&; =
i,n = j) = P(i,j) jelolést. P(i,i) = P(&, = i,6 < i) = P(&1 = i)P(& < i) = &=
minden 1 <i < 6. Hal <i< j <6, akkor P(i,§) = P(& = i,& = j) = P(& =
i)P(& = j) = 2. Ezek a képletek megadjak a (£1,7) egyiittes eloszldsdt. Innen

36
6 . .
Bem = 3 _ijP(j) = Y5+ Y 5= 3 T 5 = 55 Tovibbi
1<i<j<6 ' 1<i<j<6
Eﬁlzg,ésmivelP(n:j)— ST L hal<j<6,ezért En= Z 3(23 1 Z%,és
j=1
B¢ En = 43T Tonen Cov (€1,1) = E€uy — B& By = 155 — 13T = L.

2. Legyen egy urnaban 20 piros és 30 fehér golyéd. Huzzunk ki 20 golyo6t vissza-
tevés nélkiil. Szamoljuk ki a kihtzott piros golydk szaménak varhatéd értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd £;, 1 < j <
¢j(w) =1, ha a j-ik hizéds eredménye piros, &;(w) =

20, valészinliségi valtozdkat:
0, ha a j-ik hizéas eredménye

20
fehér. Ekkor a § = ) &; Osszeg varhatd értékét és szérasnégyzetét kell kiszamol-

j=1

s 2

nunk. Tovabba Egj = B¢ = = Var gj =Var&y = 2 — 5t = &, E§&, — EGES, =
FE& & — EG B = £ - % — 245 = 1245, ha j # k. Innen a 20 dobasban kihuzott
piros golydk szamanak varhaté erteke 20E§1 = 20 - 2 = 8, és szérasnégyzete
20Var &1 +20-19 - Cov (£1,&2) =20 5 — 380 o5 = 4o

3. Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabot 100-szor egymaés utan. Tekintsiik az egymast
kovetd fej-fej dobdssorozatok szamat, és szamitsuk ki ennek varhaté értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd 5, 1 < j < 99, valészinliségi valtozokat: &; = 1,

ha a j-ik és j + 1-ik dobdsok mindegyikének eredménye fej, £; = 0 egyébként.
99

Vegyiik észre, hogy minket az S = ) & valdsziniiségi valtozé véarhatéd értéke
j=1

99 99 1
érdekel. Ezért ES = E (| Y E¢; | = R mivel E¢; = i (Erdemes megjegyezni,
j=1

hogy az ebben a feladatban tekintett {; valészinliségi valtozok nem fiiggetlenek, de
a fliggetlenségre nincs sziikség a varhat6 érték additivitdsahaz.)

A szérasnégyzet kiszamitasaban viszont figyelembe kell venniink azt, hogy nem
csupa fiiggetlen valdszintiségi valtozo Gsszegét vizsgaljuk. Hasznaljuk a szérasnégy-
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zet kiszdmolasandl a kovetkezd formuldt.

99 99
Var S = Var Zé’j =ZVar§j+2 Z Cov (&5, &k)-

j=1 j=1 1<j<k<99

Tovabba Cov (§;,&,) = 0, ha k > j+2, mert ebben az esetben ; és &, fiiggetlenek,
és B¢ = 1 116 = % minden 1 < j < 98 szdmra. Ugyanis E&;j41 = %,
mivel §;§;41 = 1, ha a j-ik, j + 1-ik és j + 2-ik dobasok mindegyike fej, aminek
valészintisége 3 €8 §;&j+1 = 0 egyébként. Tovabba E{']fﬁl = §’ E&EE 1 = 16,
ahonnan Cov (§J,§J+1) = Ezenkivill Varé; = 7 — Innen VarS =
99 . +2 98 __ 493

oo

L =
16" 16 — 16"

16 ¢



