Az oktéber 3-i gyakorlat témaja

Megtargyaljuk a valdszintiségszamitas egyik fontos fogalmat, a feltételes valdszintiséget,
és néhany ezzel kapcsolatos feladatot. Szemléletesen a kovetkezordl van szo. Egy
A esemény P(A) valészintlisége azt fejezi ki, hogy mennyire valészinii ennek az A
eseménynek a bekovetkezése. Viszont ennek a bizonyossagnak a mértéke megvaltozik, ha
tudjuk, hogy egy B esemény bekovetkezett-e vagy nem. Ezért definidljuk az A esemény
feltételes valdszintliségét, feltéve, hogy a B esemény bekovetkezett. Ennek definicidja
P(A|B) = Pl(fég?). Bar az aldbbi azonossag triviélis, fontossdga miatt érdemes kiilon
megfogalmazni.

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(B), ha P(A) > 0és P(B) > 0.

Tovabbi egyszerti, de hasznos észrevételek:
Ha Bq,..., B, a valdsziniliségi mez6 egy particidja, azaz a Bi,..., B, események
diszjunktak, és |J By = (, akkor
k=1
P(A)=P(ANBy)+P(ANBy)+---P(ANB,)
= P(A|B1)P(B1) + P(A|B3)P(B3) + -+ + P(A|B,,)P(B,)

minden A halmazra. Ezért

_ P(BiNA) P(A|B,)P(B)
P(B1|A) = P(A)  P(A|By)P(By) + P(A|By)P(By) + ---+ P(A|B,)P(B,)"

Természetesen hasonlé Gsszefiiggés irhato fel a P(B;|A) feltételes valészintiségre tetszo-
leges j indexre. A fenti egyszert Osszefliggés fontossagat az adja, hogy ez lehet6vé teszi
a P(B,|A) feltételes valészintiségek kiszamitdsat a ‘forditott’ P(A|B;) valdszintiségek
ismeretében, feltéve, hogy ismerjitk a P(B;) valészintiségeket is.

1. Egy didk a feltett kérdésre (harom lehet&ség koziil kell kivalasztani a helyeset) p
valoszinliséggel tudja a jo valaszt. Ha nem tudja, akkor tippel, és ez % valoszi-
niiséggel ad helyes eredményt. Mi a feltételes valdosziniisége annak, hogy tudja a

valaszt feltéve, hogy jo valaszt adott?

Megoldas: Jelolje A azt az eseményt, hogy tudja a jé valaszt, B azt az eseményt,
hogy j6 valaszt ad. A P(A|B) = % feltételes valdszintliség értékére vagyunk
kivancsiak. Ekkor P(AN B) = P(A) = p, P(B) = P(ANB) + P(ANB) =
P(A) + P(B|A)P(A) = P(A) + (1 — P(A))P(B|A) = 5§ = p+ +(1 — p). Innen

1
P(AIB) = o1ty

2.) Egy urndban z zold és s sarga goly6 van. Egymés utan kihtzunk négy golyét gy,
hogy minden hiizas utan a goly6t visszadobjuk az urnaba, és vele egyiitt az urnaba
dobunk 2 ellenkez6 szini golyét. Mi a valdszintisége egy zold, zold, zold, sarga
hizéssorozatnak?



Megoldas: Szamoljuk ki eloszor annak a valdszintiségét, hogy az els6 huzas ered-
ménye Z=(z6ld), annak feltételes valdsziniiségét, hogy a mésodik huzas Z, feltéve,
hogy az els6 huzas Z, annak a feltételes valdszintiségét, hogy a harmadik huzas
eredménye 7 feltéve, hogy elotte Z, 7 és annak feltételes valdszinliségét, és hogy
a negyedik huzas eredménye S feltéve, hogy el6tte Z, 7, Z huzas tortént. Ez a

R , N, 2 2 2 s+6
valoszintiiség, illetve ezek a feltételes valoszintiségek - 5 T3 TTd 346 A
z s+6

ﬁ ’ z+§+2 " Z4s+4  z¥s46°

Reggel valaki hazulrdél elmenve a lakéskulcsot elteszi, mégpedig ugy, hogy 0.5
valoszintiséggel teszi a kabatzsebébe, 0.3 valdszinliséggel a nadragzsebébe és 0.2
valésziniiséggel a mellényzsebébe. A nap folyaméan mindenfelé jar, ezért a lakaskulcs
a kabatzsebébol 0.1, a nadragzsebébdl 0.2, a mellényzsebébol viszont 0 valdszini-
séggel esik ki. Este hazatérve emberiink el6szor a kabat majd a nadragzsebében
keresi a kulcsot, de egyik helyen sem talalja. Mi annak a valdszinlisége, hogy a
lakaskulcs ott van a mellényzsebében?

keresett valdoszintliség

Megoldas: Jelolje Ay azt az eseményt, hogy emberiink a lakaskulcsot a kabdt
As, hogy a nadriag és As, hogy a mellényzsebébe tette. Jelolje tovabba B azt
az eseményt, hogy a kulcs nem veszett el. Ekkor feltételeink szerint az A;, As
és Az események egymdst kizardak, P(A;) = 0.5, P(A2) = 0.3, P(A3) = 0.2
tovabba P(B|A;) = 0.9, P(B|A2) = 0.8 és P(B|A3) = 1. Vezessiikk be a C =
(BN Ay) U (BN Ay) U Az eseményt. Ekkor C jelenti azt az eseményt, hogy
emberiink este nem talalta a lakdskulcsot sem a kabat sem a nadrdgzsebében.
Ezért minket a P(B|C) = Z555) feltételes valosziniiség érdekel. Viszont P(C) =
P(A; N B) + P(A2N B) + P(A3) = P(B|A1)P(Ay) + P(B|A2)P(Az) + P(A3) =
0.1-0540.2-0.34+0.2=0.31,és P(BNC) = P(BNAj) = P(Ag)P(B;(LAg) =

P(A3) = 0.2. Innen a minket érdekld feltételes valésziniiség értéke 22 = 29,

A Fazekas konyv egyik feladata (3.4 Példa a 32. oldalon) arrdl szél, hogy ha
egy n létszamu csoportban r véletleniil kivalasztott didknak dolgozatot kell irni,
mi annak a feltételes valdsziniisége, hogy a legrosszabb didknak is dolgozatot kell
irni, feltéve, hogy a legjobb didk is dolgozatot ir. Heurisztikusan ugy érvelhetiink,
hogy ha a legjobb didk dolgozatot ir, akkor annak (feltételes) valdszintisége, hogy
a legrosszabb didk is dolgozatot ir, azzal egyenld, hogy a maradék n — 1 diak koziil
Ot is kivalasztjak a maradék r — 1 dolgozatird kozé, tehat Zj Kissé pontosabban,
annak valdszintisége, hogy mind a ketten dolgozatot irnak, 7:%2__11)),
legjobb didk dolgozatot ir -, ahonnan kovetkezik az allitas. Ha a konyvben szerepld
eredményt egyszeriibb alakra hozzuk, latjuk hogy az eredmény helyes. Adjunk
kozvetlen, a szemléletet kovetd preciz bizonyitast arra, hogy a fenti formuldk az

adott valdszintiségekre helyesek.

annak, hogy a

Megoldas: Az urna visszatevés nélkiili hizds modelljének érvelését alkalmazhatjuk
ebben az esetben is. Tegyiik fel, hogy egymaés utan kivalasztjuk a dolgozatot irékat,
Minden lépésben az eddig ki nem valasztottak valamelyikét valasztjuk ki egy-
forma valdszintiséggel. Ha kijel6ljiik (az urnabdl valé hizasnal szerepld érvelést
hasznélva) egy kiilon (egy elemii) csoportba a legjobb, egy kiilon (egy elemii) cso-
portba a legrosszabb didkot, egy kiilon csoportba az 0sszes tobbit, akkor rogzitve
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egy 1 < j,k <r,j# k szampart kapjuk, hogy annak a valdszintisége, hogy a j-ik
valasztasnal valasztunk az els6, a k-ik valasztaskor a masodik csoportbdl, meg-
egyezik annak a valészintiségével, hogy az elso véalasztaskor valasztunk az elso és a

mésodik vélasztaskor a masodik csoportbél. Ennek valészintisége viszont ———

n(n—1)"
Mivel a fenti események kiilénb6z6 (j, k) szampéarokra kizarjdk egymast, ezért an-
nak valészintisége, hogy a legjobb és alegrosszabb didk is dolgozatot ir ;E:;ll))

Hasonléan, lathato, hogy annak a valdszintisége, hogy a legjobb didk dolgozatot ir

az = szammal egyenlo.
n

Mi annak a val6szintisége, hogy egy (szabdlyos) dobékocka mindkét dobasanak az
eredménye hatos feltéve, hogy legalabb az egyik dobas hatos?

Megoldas: Jelolje A; azt az eseményt, hogy az els6 dobdas eredménye hatos, Ao
azt az eseményt, hogy a méasodik dobas eredménye hatos. Akkor minket a P(A; N
As|A1 U Ay) feltételes valészintiség érdekel. Viszont

P(Ay 1 Ag|A; U Ag) = PUALOA) N (A1UA))  PlAiNA,)

P(Al UAQ) P(Al UAZ)
Maésrészt P(Al ﬂAg) = %, P(Al UAQ) =1- P(Al ﬂzzlg) = 1— % = % Innen a

1

keresett feltételes valoszintiség 7.

A kovetkezd (egyszerti) feladat célja az, hogy Osszehasonlitsuk annak eredményét

az elobb targyalt feladattal, és megbeszéljiik, hogy mast jelent az a feltétel, hogy két
kockadobés koziil az egyik el6irt (példaul az elsé) dobas hatos, és az hogy adédott hatos
dobés. Képesek vagyunk-e szemléletiink alapjan szdmolas nélkiill megmondani, melyik
feltevés mellett nagyobb annak a feltételes valdszintisége, hogy mind a két dobés hatos?

6.)

Egy szabalyos dobdokockat feldobunk kétszer egymas utan. Mi annak a valdszini-
sége, hogy mind a két dobds hatos, feltéve hogy az els6 dobés hatos?

Megoldas: Jelolje Ay azt az eseményt, hogy az elsé dobas hatos, As pedig azt az
eseményt, hogy a masodik dobas hatos. Ekkor A; N As az az esemény, hogy mind a
két dobds hatos, és minket a P(A; N Az|A;) feltételes valdsziniiség értéke érdekel.

Vissot, P 1 44p) = P4 S FURRASY _ pa,) —

Hadzi feladat:

Egy szabdlyos pénzdarabot feldobunk haromszor egymdés utan. Mi a feltételes
valészintisége annak, hogy mind a hdrom dobas fej, feltéve, hogy legaldbb két fej-
dobés tortént?

Héarom gép gyart csavarokat, az egyik 0.01 a méasodik 0.02 a harmadik 0.03 valészi-
niiséggel gyart hibas csavarokat. A csavarokat egy raktarba viszik, és osszekeverik
Oket. Egy gyartott csavar 0.5 valdszinliséggel késziilt az els6 0.3 valdszintiséggel a
masodik és 0.2 valészinliséggel késziilt a harmadik gépen. Kivesziink egy csavart,
megnézziik, és azt talaljuk, hogy az hibas. Milyen valdszintiséggel késziilt a csavar
eme feltételek mellett az els6 gépen?



Megoldas: Jelolje A1, A, illetve As azt az eseményt, hogy a csavar az elso, masodik
vagy harmadik gépen késziilt, B azt az eseményt, hogy a csavar hibas. Ekkor minket
a P(A1|B) feltételes valészintiség érdekel. Tudjuk, hogy P(A;) = 0.5, P(A2) = 0.3,
P(A3) = 0.2, tovabba P(B|A;) = 0.01, P(B|A2) = 0.02, és PB(B|A3) = 0.03.
Ekkor
_ P(BNnAy) P(B|A;)P(4,)
P(Ay|B) =~ )
(B) P(BNAj)+ P(BnNAs)+ P(BnA;)
_ P(B|A1)P(A1)
P(BIAy)P(Ay) + P(B|A2) P(4s) + P(BA3)P(45)
0.01-0.5
0.01-0.5+0.02-0.3+0.03-0.2°

Egy teszt-vizsgan, ahol harom lehetdség koziil kell kivalasztani a helyes valaszt
ketten vesznek részt. Az elsé résztvevé pq, a masodik résztvevd pedig ps valdszinii-
séggel tudja a helyes valaszt, tovabba a vizsga két résztvevije egymastodl fliggetleniil
tudja vagy nem tudja, hogy mi a helyes valasz. Mindkét résztvevd a jo valaszt
jeloli meg, ha tudja azt, ellenkez6 esetben pedig mindentdl fiiggetleniil egyforma
valoszinliséggel véletleniil bejeloli a harom lehetséges valasz valamelyikét. Mi a
feltételes valdsziniisége annak, hogy mind a két résztvevo a helyes véalaszt jelolte
be, feltéve, hogy ugyanazt a valaszt adta?

Megoldds: Jelolje A azt az eseményt, hogy az els6 didk jol véalaszol, B azt az
eseményt, hogy a masodik didk jol valaszol, D1 azt az eseményt, hogy mind a két
jelolt az elsOként felsororolt feltiintetett rossz valaszt Do pedig azt az eseményt,
hogy mind a két jelolt a mésodiknak felsorolt rossz valaszt adja. Ekkor C' =
(AN B) U Dy U Dy jeldli azt az eseményt, hogy a két didk egyformédn vélaszol.

Benniinket a P(A N B|C) = PURERC) = o B08) o feltételes valészintiség

érdekel. Viszont P(A) = p1 + 3(1 — p1) = %, P(B) = #, és az A és B
események fliggetlenek. Innen P(ANB) = %-%, P(C) = R(ANB)+P(Dy)+
P(Dp) = Hgen . 102 g giop Ao Ugyanis P(Dy) = P(Dy) = G5 - B2,
mivel az els6 jelolt akkor véalaszol rosszul, ha nem tudja a helyes valaszt, és a harom
lehet&ség koziil az els6 rossz valaszt jeloli ki, aminek a valdszintisége (1—p1) %, annak

a valdszintisége, hogy a masodik jelolt ugyanezt a véalaszt adja (1 — pl)%, a két

jelolt egymastdl fiiggetleniil valaszol, ahonnan P(D;) = (I_Tpl) - (I—sz)' Hasonldan,
a P(D-) valészintiségre ugyanazt az értéket kapjuk. Innen

(14 2p1)(1 + 2p2)
(14 2p1)(1 4 2p2) +2(1 —p1)(1 — p2)’

P(ANB|C) =

Adott két varos, az igazmondok és hazugok varosa. Az igazmonddk varosdban egy
kérdésre 0.9 valdszintiséggel helyes a hazugok varosaban pedig 0.8 valészinliséggel
hamis vélaszt adnak. Megérkeziink véletlentil az egyik varosba, egyforma, azaz %
valoszinliséggel az igazmondok vagy a hazugok varosdba. Megkérdezziik az elso
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10.)

11.)

embert, akivel talalkozunk, hogy az igazmonddk varosaba értiink-e. Azt a valaszt
kapjuk, hogy nem. Mi a valdsziniisége annak, hogy az igazmondok varosaba érkez-
tink?

Megoldds: Jelolje A azt az eseményt, hogy az igazmondok varosédba érkeztiink, és B
azt az eseményt, hogy a véletleniil megkérdezett ember azt valaszolja kérdéstinkre,
hogy nem az igazmonddék vérosiaba érkeztiink. Ekkor minket a P(A|B) feltételes
valészintiség értéke érdekel. Tudjuk tovdbbd, hogy P(A) = 1, P(B|A) = 0.1,
P(B|A) = 0.2. (Az els6 esetben az igazmondoék vérosdban megkérdezett ember
hazudik, a méasodikban a hazugok véarosaban megkérdezett ember igazat mond.)
Ezért
P(ANB) P(B|A)P(A) 0.1-0.5 1

P(A|B) = P(B) ~ P(B|A)P(A)+ P(B|[A)P(A) 01-05+02-05 3

Hazi feladat:

Egy haromnapos nyaralason vesziink részt a Balatonnal. Minden nap a tobbi naptol
fliggetlentil % valoszintliséggel kisiit a nap, % val6sziniiséggel nem siit ki. Azokon
a napokon, amikor kisiit a nap, % valészintiséggel megfiirdiink a Balatonban és
fagylaltot is esziink, % valoszinliséggel megfiirdiink a Balatonban, de nem esziink
fagylaltot, % valoszinliséggel nem fiirdiink meg a Balatonban, de esziink fagylal-
tot, és nulla annak a valdszinlisége, hogy nem fiirdiink és fagylaltot sem esziink.
Ha nem siit a nap, akkor % annak a valdszintisége, hogy esziink fagylaltot, és
flirdiink, i annak a valdszintisége, hogy esziink fagylaltot, de nem fiirdiink, % an-
nak a valészintiisége, hogy nem esziink fagylaltot, de flirdiink, és ugyancsak i annak
a valdszinisége, hogy sem fagylaltot nem esziink, sem a Balatonban nem fiirdiink
meg. Mi annak a feltételes valdszintisége, hogy megfiirodtiink a Balatonban, feltéve

hogy nem ettiink fagylaltot?

Bizonyitsuk be a kovetkezé azonossagot, amelyet teleszkop szabdlynak is szoktak
nevezni: Ha adva vannak Ay, ..., Ax események egy valosziniiségi mezén, amelyekre

P(A;n---NAg) >0, akkor

P(A1N---NAg) = P(A))P(A3|A1)P(A3|A1 N Ag) -« P(Ag|A1 NN Ag—q)

Megoldds:

P(A1)P(A3|A1)P(A3|A1 N Ag) - P(Ag|A1 NN Ag_q)

P(AiNA) P(AiNAsNAs)  P(ATNAy---NAp_1NAg)
P(Ay) P(A1NAy) P(Ain---NAg_1)

=P(AiNAyN---NAy).

= P(Ay)

Két kiilonboz6 fardl leszednek 100 almét, és beteszik két kiilonb6z6 (megkiilon-
1

boztethetetlen) ldddba. Ez egyik fardl szedett almak (egymadstdl fiiggetleniil)
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a masik fardl szedett almak pedig (szintén egymadstol fiiggetlentil) %0 valészini-

séggel férgesek. Kivesziink az egyik (véletlentil kivédlasztott) 1ladabdl két alméat és
mind a ketto férges. Ezek utan kivesziink a masik ladabdl egy almat. Mi annak a
valészintisége, hogy ez az alma mar nem férges?

Megoldas: Ertsiik meg elOszor pontosabban a feladatot. Jelolje B azt az eseményt,
hogy els6é alkalommal a rosszabb fardl leszedett almakat tartalmazé ladahoz nyu-
lunk. Ekkor egyrészt P(B) = % Masrészt, ha egymads utan, esetleg valtogatva a
lddakat kivesziink egymas utan a ladakbdl almékat, definidljuk a jq,...,jx hizés-
sorozatot, ahol mindegyik j, = £1, j1 = 1, js = 1 azt jelenti, hogy a s-ik hizas
soran az elsének kivalasztott 1ladabdl, j, = —1 pedig azt, hogy a masik ladabol
valasztottunk almat, akkor A(ji, ..., j,)-nel jelélve azt az eseményt, hogy minden

kivélasztott alma férges, felirhatjuk, hogy

1 U(J1y--e0n) 1 n—u(j1,---,Jn)
PUAGL---0n)1B) = (§) () ,

_ 1 u(jl ----- Jn) 1 n_u(jl 11111 Jn)
PG dn)1B) = (55 ) (3) ,

ahol u(j1,...,7n) jeloli a ji,..., j, sorozatban szereplé +1 jelek szamat. Hasonléan
fel tudjuk irni annak feltételes valdszintiségét, hogy egy eloirt htizassorozat esetén,
amelyikben megmondjuk, hogy mikor melyik ladabdl huztunk almat a férges és
jo almahuzasoknak el6irt sorozata jelenik meg, feltéve a B eseményt vagy an-
nak komplementerét, a B eseményt. Jelolje C azt az eseményt, hogy az elsé két
hizésban férges almat hizunk, D pedig azt, hogy a harmadik hizasban (a lida

PEDCQB?) feltételes

megvéltoztatdsa utdn) jé almat huzunk. Ekkor a P(D|C) =
valoszinliséget akarjuk kiszamolni. Viszont,

P(C) = P(C|B)P(B) + P(C|B)P(B) =

P(CN D)= P(CND|B)P(B)+ P(CND|B)P(B)
1(/1\* 9 1\%3 51
25(@ ﬁ*(ﬁ) 1>:m-

Innen P(D|C) = P;C(YB)D) =2,




