Az oktéber 17-i gyakorlat témaja

Az el6z6 gyakorlaton tekintettiink néhany feladatot, amelynek héatterében a kovetkezo
probléma megoldasa volt. Legyenek A;..., A, fiiggetlen események, amelyeknek is-
merjik P(A4;), 1 < j < n, valészinliségeit. Szamitsuk ki annak a valdszintiségét,
hogy legaldbb egy A; esemény bekovetkezik. Egy altaldnosabb feladat azon esemény
valészintiségének a kiszdmoldsa, hogy pontosan k darab A; esemény kovetkezik be,
0 < k < n. Hasonléan annak a valdszintiségét is ki akarjuk szamolni, hogy legalabb k
Aj esemény kovetkezik be.

Korabban a kovetkez6 tipusu feladatokat targyaltunk. Legyenek By,..., B, egy-
mast kizdré események, azaz legyen B; N By = 0 minden 1 < j,k < n indexre, ha
J # k, ahol () az iires halmazt jeloli. Mi annak a valdszintisége, hogy pontosan egy B;
esemény kovetkezik be? E kérdés megvalaszoldsa nagyon egyszerli, mert az az esemény,
hogy legalabb egy B; esemény kovetkezik be megegyezik a By U --- U B,, eseménnyel,
és P(B1U---UB,) = P(B1) +---+ P(B,,). Annak a val6sziniisége, hogy pontosan
k > 2 B; esemény kovetkezik be nulla, annak valdszinlisége, hogy nulla B; esemény
kovetkezik be 1 — P(By) — --- — P(B,).

Annak a valészintliségét, hogy pontosan egy A; esemény kovetkezik be a kovetkezo
modon szamolhatjuk ki a Morgan azonossag felhasznalasaval. A keresett valdszinliség

P(AiU---UA,)=1-PAU---UA,)=1-P(AN---NA,)
=1-P(A;)- P(A,) =1— (1= P(A1)) - (1= P(4y))
ahol A = Q\ A az A esemény komplementerét jeloli. (A fenti szdmoldsban kihaszndltuk

azt az eredményt, amely szerint, ha A1, ..., A, fiiggetlen események, akkor A;,..., A,
is az.)

1.) Legyenek A; ..., A, fliggetlen események, amelyeknek ismerjitk P(A4;), 1 < j <

n, valosziniiségeit. Szamitsuk ki annak a valdsziniiségét, hogy pontosan k darab,
illetve hogy legaldbb k darab A; esemény kovetkezik be, 0 < k < n.
Megoldds: Az, hogy pontosan k darab A; esemény kovetkezik be azt jelenti, hogy
léteznek olyan 1 < j; < jo < -+ < ji < n szdmok, hogy az A;,,..., A;, események
bekovetkeznek, mig s # j;, 1 <1 < k, 1 < s < n indexekre az As; esemény nem
kiovetkezik be, azaz az A, esemény kovetkezik be. Ennek valészintisége rogzitett
1 <j1 <jo2 <--- < Jr <n indexekre

k
PlA;,Nn---NnA; N N A, | =]] P4y 11 (1— P(A)).
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fgy annak a valésziniisége, hogy pontosan k darab A; esemény kovetkezik be

P, = > PlA;,N---NAj; N N A,
(J1seesdn )i 1<G1<Ga < < s€{l,...n}\{j1,.-.dx}
k
= > [T P45 I1 (1—P(Ay)).
(jl,.,.,jk):1§j1<j2§--'jk§n s=1 tE{l,...,n}\{jl,...,jk}



Annak a valészintisége, hogy legaldbb & darab A; esemény kovetkezik be Q) =
> P
I=k

Egy szabdlyos pénzdarabot feldobunk 100-szor egymés utan. Szamoljuk ki a fej-
dobasok szamanak a varhatd értékét és szérasnégyzetét. Szamitsuk ki ezt egyrészt
direkt médon felirva és kiszamolva a varhatd értéket és szérasnégyzetet kifejezd
Osszegeket, masrészt egyszeriibben az el6zo tétel segitségével.

Megoldds: A fejdobasok szama 0 és 100 kozott van. Annak valdszintisége, hogy k
fejdobas kovetkezik be, 0 < k <100, pp = (100)2_100. Ezért a dobasok szamanak

vérhat6 értéke B¢ = 2 k(12027190 ahol ¢ jeldli a fejdobdsok szdmat megadd
k=0

valdszintiségi véaltozét. Tovabba E¢? = 1205) k? (120)2_100, a szorasnégyzet pedig
Varé = BE? — (E§)2. Ezeket az 6sszegek§t: kézvetlenﬁl kiszamithatjuk. Valéban,
k(1) = 100(,%)), B¢ = Z k(100)2-100 — 50 z k(%%)279 = 50 (4 + 1) = 50.
Tovabba k2 (M) = [k(k— 1)+kz](100) = 100-99- ( ,)+100- (1Y), BE¢2 = 27100100
99 - 2 (%) 427199 100 - z (%) =270 (10099 - (1 +1)% 4100 - (1 + 1)%) =
25 - 99 + 50, Var ¢ = E€% — (E§2) = 25.

Valéjdban a vizsgalt varhato értéket és szérasnégyzetet egyszeriibben is kiszamit-
hatjuk. Vezessiik be a kovetkezd {; valészintiségi valtozékat: &; = 1, ha a j-ik
dobés eredménye fej {; = 0, ha a j-ik dobas eredménye iras, 1 < j < 100. Ekkor

100 100 100
a fejdobasok szama £ = > &, B = > E;, Var§ = Y Var§;. Mivel E{; = %,
Jj=1 j=1 j=1

EE =3, Varg; = 1, 1 < j <100, ezért EE = 5 - 100 = 50, Var{ = § - 100 = 25.

Egy szabélyos dobdkockat feldobunk 100-szor egymés utan. Szamoljuk ki a dobéas-
eredmények Osszegének varhato értékét és szérasnégyzetét.

Megoldds: Legyenek n1,. .., m00 fiiggetlen valésziniiségi véltozdk, amelyekre P(n; =

k) = %, 1 <7 <100, 1 < k < 6. Ekkor a kiszamitandé varhato érték és

100 100 100 100

szérasnégyzet E > n; = > En;, Var ) n; = > Varn;. (A mdasodik relacié
j=1 j=1 j=1 j=1

felhasznalja a tekintett valdszintliségi valtozok fﬁggetlenségét ) En; = (1 +2+3+

445+6) =7, En} = 1(1+4+9+16+25+36) 9L Varn; _EnJ (En;)? =

S -4 =18 3 B¢ =350, Var{ = 220,

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk egymas utan addig, amig meg nem jelenik a
100. hatos dobds. Szamoljuk ki a dobasok szamanak a varhato értékét és szords-
négyzetét.

Megoldas: Jelolje T} azt a valdszintliségi valtozét, hogy hanyszor kellett a kockéat
feldobni addig, amig az elsé hatos dobds megjelent (az els6 hatos dobdst is be-

2



leszémitva ebbe a dobédssorozatba), Ts azt, hanyszor kellett a kockét az els6 hatos
dobés utdn feldobni, amig a masodik hatos dobas megjelent, és dltaldban legyen T’
az a valoszintiségi valtozo, amelyik azt szamolja meg, hogy hany dobas kévetkezett
be a j — 1-k és j-ik hatos dobds kozott. (A j-ik hatos dobast beszamitjuk a j — 1-ik
hatos dobdst viszont nem szamitjuk be ebbe a sorozatba.) Ekkor a minket érdeklé

100
valoszintiségi valtozd, a dobasok szama a 100. hatos dobésig T'= > T, tovdbbd, a
j=1
T; valészintiségi valtozok fiiggetlenek, és P(T; = k) = (%) ! %, k=1,2,.... Ezért
100 100

. Var®y, BT = 5k ()7 BT = SR ()

ET =Y. ET;, VarT =
2 ;

J
VarTj = ET? — (ETj)>.

Az ET); varhaté érték egy lehetséges kiszdmolasi médja: Derivaljuk a

oo 1
k
= — ]_
Sab=— Jal<
k=0

azonossagot. Azt kapjuk, hogy

ke 1
(*) Zkl‘k = ma ’.CC‘ < 17
k=0

ahonnan = = % helyettesitéssel

o] k—1
Sy e
k=0

és ET; = 6, ET = 100ET; = 600. Hasonl6an, a () azonosségot z-szel beszorozva,
devivalva, majd az = = % behelyettesitést alkalmazva azt kapjuk, hogy

> 1 2
k2zht = <1

E‘Tj2 = %(36—{—360) = 66, Var T = ETj2 — (ETy)? = 30, Var T = 100Var 71 = 3000.
Legyen egy urnaban 20 piros és 30 fehér golyd. Huzzunk ki 20 golyét visszatevés

nélkiil. Szamoljuk ki a kihtzott piros golydk szaméanak varhaté értékét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd &;, 1 < j < 20, valdszinliségi valtozdkat:
¢j(w) =1, ha a j-ik hizéds eredménye piros, £;(w) = 0, ha a j-ik hizas eredménye

20
fehér. Ekkor a £ = > &, Osszeg varhaté értékét kell kiszamolnunk. Tovabba
j=1
E¢; = E& = 2, mert BE§ = 1-P(& = 1) = p(¢
kihuzott piros golydk szaméanak varhaté értéke 20 -

1). Innen a 20 dobésban
8.

oo =

Hazi feladat:

Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk egymés utan szézszor. Tekintsiik a paros
értékli dobasok oOsszegét, és szamitsuk ki ennek varhato értékét és szorasnégyzetét.



