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Az oktéber 10-i gyakorlat feladatai

Husz héten keresztiil jatszunk a lottén. Minden héten kitoltiink (egymédstdl fligget-
leniil) 10 lottészelvényt. Mi annak a valészintisége, hogy pontosan két olyan hét
lesz, amelyen lesz harmas négyes vagy otos taldlatunk?
Megoldas: Megtargyaltuk egy kordabbi gyakorlaton, hogy annak a valdszintisége,
hogy egy kitoltott lottoszelvény tartalmaz harom, négy vagy ot taldlatot
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Annak a valdsziniisége, hogy valamely héten van harom vagy négy talalatunk
ugy szamolhaté ki, hogy tekintiink 10 fiiggetlen kisérletet, amelyek mindegyike pq
valoszinliséggel kovetkezik be, és annak valdszinliségét kivanjuk kiszamolni, hogy
ezen Kkisérletek legaldbb egyike sikeres. Annak valdszintisége, hogy nem volt sike-
res kisérlet (1 — p1)19, {gy annak a valészinfisége, hogy volt (legaldbb egy) sikeres
kisérlet ps = 1 — (1 — p1)'0. Tehét minden héten po valdszintiséggel kiovetkezik
sikeres lottdszelvény kitoltés. Annak valésziniisége, hogy az i-edik és j-ik (példdul
a harmadik és 6t6dik) héten kovetkezik be sikeres lottdkitoltés, a tobbi héten pedig
nem p3(1 — p2)8. Mivel az ilyen hétpérokat (% )-féleképp valaszthatjuk ki, a kere-
sett valoszintliség
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Ledobunk az egységintervallumra véletleniil, egymastol fiiggetleniil 2 pontot. (Az,
hogy egy pont az egységintervallum valamely részintervallumaba esik megegyezik
ezen intervallum hosszaval.) Ez a két ledobott pont az egységkort harom részinter-

vallumra osztja. Mi annak a valdszintisége, hogy az igy létrejott harom részinter-
vallumbdl szerkesztheté haromszog?
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Megoldds: A harom szakaszbdl akkor és csak akkor szerkeszthetd haromszog, ha tel-
jesitik a haromszogegyenlotlenséget, azaz barmely ketto 6sszhossza nagyobb, mint
a harmadik intervallum hossza. Mivel a harom intervallum Osszhossza 1, ez ekvi-
valens azzal, hogy mindegyik intervallum hossza kisebb, mint % Legyen az elso
ledobott pont koordindtdja x a masodik ledobott ponté pedig y. Ekkor az (x,y)
pont egyenletes eloszldsu a [0, 1] x [0, 1] egységnégyzeten, és keletkezett szakaszok
hossza z,y—x és1—y, hax <y, ésy,z—yés 11—z, hax >y. A hdrom szakaszbdl
akkor és csak akkor szerkesztheté haromszog, ha a kovetkezd két (egymast kizaro)
esemény valamelyike bekovetkezik:
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a.) 0§x<%,%<y<1,0<y—x<%,
b.) 0§y<%,%<x<1,0<x—y<%.

(Az a.) eset felel meg annak, hogy = < y, a b.) eset annak, hogy y < x.) Egyszerii
geometriai meggondolds mutatja, hogy mind az a) mind a b) eset teljesiilése azt

jelenti, hogy az (x,y) pont az egységnégyzet egy % befogékkal rendelkez6 szabalyos
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derékszogli egyenldszaru haromszogbe esik. Igy a keresett valoszinliség 2 - ¢ = 7.

Egy szabalyos dobdkockat sokszor feldobunk egymads utan. Mi annak a valdszinii-
sége, hogy a 3. hatos dobas a 20. vagy az egyik kés6bbi dobasban jelenik meg?
Megoldas: Ez azt jelenti, hogy az els6 19 dobasban nulla, egy vagy két hatos jelenik
meg. Ennek valészintlisége (%)19 + (119) (%)18 : % + (129) (%)17 . (%)2.

Madasodik megoldds: Ez azt jelenti, hogy a harmadik hatos dobés eredménye a 20, 21,
22 vagy valamelyik kés6bbi dobds eredménye. (Tudni kell, hogy egy valészintiséggel
el6bb-ut6bb megjelenik a harmadik fej-dobas.) Ennek valészintisége
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Annak érdekében, hogy megértsiik az els6 megoldas jogossiagat lassuk be, hogy
Annak, hogy egy szabalyos dobdkocka végtelen sok egymés utani feldobasa soran
nem jelenik meg harom hatos nulla a valészintisége.

Megoldas: Az allitas ekvivalens azzal, hogy annak valdszintisége, hogy bekovetkezik
legalab harom hatos dobéas 1. Ez utébbi esemény valdszintisége viszont nagyobb
mint az, hogy (akdrhogyan is rogzitiink egy n egész szdmot) annak valészintisége,

hogy az els6 n dobas koziil legalabb egy hatos, az n + 1-ik és 2n-ik dobas kozotti
dobasok koziil legalabb az egyik hatos és a 2n + 1-ik éa 3n-ik dobas k6zotti dobasok

3
kozil legalabb az egyik hatos. Ennek valdszinlisége viszont (1 — (%)n) . Ezért a
vizsgalt valdszinliségnek ennél a szamndal nagyobbnak kell lenni tetszoleges n-re,
ami csak ugy lehetséges, hogy ez a valdszintiség 1.

Felmeriilhet az a kérdés, hogy hogyan lehet megmutatni valdészinliségi meggon-

dolasok nélkiil azt, hogy az elébb targyalt feladat két megoldasaban szereplo két lat-
szolag teljesen kiilonbozo kifejezés megegyezik. Megmutatom, hogy hogy a masodik

o0
osszegben szereplé végtelen Osszeg Gsszegezhetd a (1 + z)® = > (%)2, ha |z| < 1

azonossag segitségével, ahol (2’;) =

a(a_l)'é,(a_kﬂ). (A fenti azonossag minden valés a

szamra érvényes, tekintheté gy mint az altaldnositott binomidlis tétel, és az (14 x)“
fiiggvény Taylor sorfejtésébdl kovetkezik.) Azt kell észrevenni, hogy

=1\ _ 2-k)(1—k) 1 (=3)(4) (1 —k) i -3
( 2 ): 2 = (-1 (k—3)! = (-1 (k—3)’

ahomnan 3% (451) ()" = £ (%) (%) = £ (&) = 1-97 -

(5)
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(k2 1) (15—6 = 1. Ez az azonosséag ekvivalens azzal az allitassal,

k=3



hogy egy szabalyos dobdkocka végtelen sok egymas utani feldobasa esetén 1 valdszinti-
séggel legalabb 3 hatos dobas torténik.

1)

Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabot végtelen sokszor egymas utan. Mi annak a
valészintisége, hogy pontosan az 6todik dobédsban jelenik meg az elsé fej-dobds?
Mi annak a valészintisége, hogy a masodik fej-dobas pontosan 6t dobassal az els6
fej-dobas utan kovetkezik be?

Megoldas: Akkor lesz az elsé fej-dobas az otodik dobas, ha elGszor négy irds-
dobas majd egy fej-dobas torténik. Ennek valdszintisége (%)4 . % = (%)5 Ha-
sonléan, annak a valészintisége, hogy a k-ik dobéas lesz az els6 fej-dobas 2%,
k = 1,2,..., annak valészintisége pedig, hogy a k-ik dobas lesz az els6 fej-dobas,
uténa pedig 5 dobas miilva kovetkezik be a mésodik fej-dobds 2% . 275 = 27+=5,
Annak a valésziniliségét, hogy az els6 és masodik fej-dobas kozott pontosan 5 dobés
kovetkezik be kiszamolhatjuk igy is, hogy kiszamoljuk minden k = 1,2, ... szamra
kiszamoljuk annak valésziniiségét, hogy a k-ik dobéas volt az els6 és a k+ 5-ik dobés
a masodik fej-dobas, majd Osszegeziink k = 1,2,...-ra. fgy azt kapjuk, hogy a
oo o0
keresett valészintiség > 27875 =275 3 27k =275,
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Hadzi feladat:

Egy szabélyos dobdkockat feldobunk végtelen sokszor. Mi annak a valészinlisége an-
nak, hogy az elsé hatos dobdsig ugyanannyi dobas tortént, mint az elsé és masodik
hatos dobas kozott?

Egy szabalyos érmét feldobunk egymas utan egészen addig, amig mésodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobdssorozatot abbahagyjuk. Mi annak a valdszintiisége,
hogy az utolséelotti dobas eredménye fej?

Megoldas: Az esemény, amelyiknek a valdszinliségét ki akarjuk szamolni, a ko-
vetkez6 modon is jellemezheto: Eloszor k darab irdasdobéas torténik valamely k& =

0,1,2,..., szdmmal, majd utdna két fejdobéas kovetkezik be. Ennek valdszintisége
) STE RTINS o B
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Hazi feladat:

Egy szabalyos érmét feldobunk egymas utan egészen addig, amig mésodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobassorozatot abbahagyjuk. Mi annak a valdszintiisége,
hogy legaldbb harom dobdst végziink, és az utolsét kettovel megel6z6 dobas ered-
ménye fej?

Legyenek Aj, As,..., események egy (92, A, P) valdsziniiségi mezén. Léssuk be,
hogy |J [ Ak jeloli azt az eseményt, hogy az A1, As, ..., események koziil véges

n=1k=n

sok kivétellel mindegyik bekovetkezik.
Megoldas: Az, hogy az A, események majdnem mindegyike bekovetkezik, azt je-
lenti, hogy van olyan n szam, amelyre igaz, hogy minden k£ > n indexre bekovetkezik
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o
az Ay esemény, azaz a B, = (| Ar esemény is bekovetkezik. Az, hogy a B,
k=n

o
esemény bekovetkezik valamely n szamra azt jelenti, hogy bekovetkezik az | J B, =

n=1

oo o0

U () Ak esemény.

n=1k=n

Ha egy szabalyos pénzdarabot végtelen sokszor feldobunk egymaéas utan, akkor egy
valdszintiséggel lesz legalabb 50 fejdobas.

Egy lehetséges megoldds: Az is igaz egy valdszintiséggel, hogy a
By, = {azon j indexekre, amelyekre 50k < j < 50(k + 1) minden dobés fej}

események kozil végtelen sok fog bekovetkezni. Ugyanis ezek a By események
fiiggetlenek, P(By) = 27°0, tehdt Y P(By) = co. Ezért a Borel-Cantelli lemma-
k=1

bol kovetkezik a kivant allitas, sot az_is, hogy végtelen sok B esemény kovetkezik be

egy valdszintiséggel. Valéjaban a Borel-Cantelli lemmara nincs is sziikség. Annak

valészinlisége, hogy egyik Bj esemény sem kovetkezik be A}im (1- 2*50)N =0,
— 00

tehat egy valdszintiséggel valamelyik Bj esemény bekovetkezik.

1 [
Toog V2lészinti-
séggel betegszik meg. Mi annak a valdszintlisége, hogy a tarsasagnak lesz beteg
tagja? A kapott eredményrél mit mondhatunk? Az nagyon nagy, majdnem 1 vagy
nagyon kicsi majdnem nulla?

Megoldds: Jelolje A; azt az eseményt, hogy a tdrsasdg j-ik megbetegszik meg.
Ekkor a P(A;)

Egy 100 tagi tarsasag minden egyes tagja egyméastol fiiggetlentil

és az A; események fliggetlenek. Szamoljuk ki elészor a

~ 1000
minket érdekl6é esemény komplementerének, azaz annak az eseménynek a valdszi-
1000
niiségét, hogy mindenki egészséges. Ez az () (©2\ A;) esemény. Mivel P(2\ 4,) =
j=1
1
1— 1000 és az A; események fiiggetlenségébdl kiovetkezik az Q \ A; események
1000 1\ 100
fiiggetlensége is, ezért P | () (X\ 4;) | = (1 — m) . Innen a minket érdekld
j=1
1\ 100
ny valoszintisége 1 — (1 — —— ) .
esemény valdszintisége ( 1000)
1\ 100 L 1000 1/10
Véeiil ; i1 b 1 _ 1_ ~ —1/10
égiil jegyezziik meg, hogy < —1000> (( —1000> ) e

Miért? Ez a szam nagyon kozel van az egyhez, ezért a minket érdeklo
Egy hézibulira 50 embert hivnak meg. Mindenki egyméstol fliggetleniil 0.5 valészi-
niiséggel megy el.

a) Mi annak a valésziniisége, hogy pontosan 3 ember jon el?

b) Mi annak a valdszinlisége, hogy Annak, hogy legaldbb harom ember jon el?

4
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Megoldds: a) (%) (3)™,b) 1= (1+ () + (%)) (5)™"

Egy gyakorlatra véletlenszertien 24 hallgaté jon el. Mi annak a valdszintisége, hogy
van kozottilk két ember, akiknek ugyanazon a napon van a sziiletésnapjuk?
Megoldas: Szamitsuk ki annak a valdszintiségét, hogy nincs két ilyen ember. Kép-
zeljiik el, hogy egymasutan megjelennek a hallgatok, valaki felirja a sziiletésnap-
jukat, és minden egyes lépésben mas datumot ir fel. Az els6é hallgaté megje-
lenésekor biztos, hogy 1j szamot ir fel, a masodik hallgaté megjelenésekor (1 — %)
a harmadik hallgaté megjelenésekor, (feltéve, hogy az els6é két hallgaté esetében
kiilonboz6 szamokat irt fel (1 365) a negyedik hallgato esetében ( 3%5) valo-
szintiséggel irt fel kiillonboz6é szamokat, és igy tovabb. Annak a valészinlisége, hogy

k

365) a keresett valdszintiség

23
mind a 24 esetben kiilénboz8 szdmokat irt fel JT (1 —
k=1

23 .
pedig 1 — [] (1 — %).

Kivancsiak lehetiink, hogy ez a szam mekkora. Nagyon kicsi vagy nagyon nagy,
azaz majdnem 1. Meg tudjuk-e ezt hatarozni viszonylag kevés szamolassal? A
kovetkez6 szamolds tanulsdgos lehet. A vizsgalando szorzatot felirhatjuk mint

()] S )

Hasznéljuk fel a log(1 + z) ~ x kis x szdmokra val6 kozelitést. Ez azt sugallja,
hogy log (1 — %) ~ —%, és a vizsgalt valoszintiség kozelitoleg

23
k 1223
1_eXp{—Z—}:1—exp{_ }:1_6_276/365,
Pt 365 365

Tekintsiik a kovetkezd valdszinliségi mezét. Q = {1,...,n}, ahol n valamely pozitiv
egész szam, A az () Gsszes részhalmazaibdl all6 o-algebra,

az A halmaz szamossaga

P(A) =
(4) :
Legyen n = pi* - - - p,* az n szam primtényezss felbontésa, és definidljuk a kévetkezd
Aj eseményeket: A; = {m: m oszthat6 a p; szdmmal}, 1 < j < k. Legyen B =
{m: m relativ prim az n szdmhoz képest}. Mutassuk meg, hogy
a. Az Aq,..., Ax események fliggetlenek.
k 1 k 1
b. P(B) =[] (1 - —), azaz Osszesen n- || (1 - —> n-nél kisebb és az n-hez
j=1 Pj j=1 Dj
képest relativ prim van.
Megoldds: A; = {pj,ij, ceey Epj} egy D szambél 4ll6 halmaz, ezért P(A;) =
Dj Dj

1
—,1<j<k Az A;; NA;,N---NA,, halmaz az n-nél kisebb p;, ---p;, szdmmal
Dy
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oszthaté szamokbdl all minden 1 < j; < jo < --- < js < k sorozatra, ezért

szamossaga L, és P(A;,NAj,N---NA;,) = ———. Ez azt jelenti, hogy
Dji Py, Djy * Py

P(Ajl ﬂAjQ ﬂ"'ﬂAjS) = P(Ajl)P(Ajz)P(AJS) minden 1 < I < gJo < <

js < k sorozatra, ezért az Ay, A, ... A halmazok fliggetlenek.

k
Végil B = Q\(A1U---UAg) = [ (Q\A4,). Ezért és az A; események fliggetlensége

7j=1

k k

miatt P(B) = [[ P(Q\ 4;) = [] (1 - pi>, ahonnan kovetkezik a B halmaz

L i i

szamossagara m]egadott képlet. ’

Legyen adva végtelen sok Ai, As,... esemény. Fejezzilk ki ezen események se-

gitségével az Unid, metszet és komplementer leképezések felhasznédlasaval azt az

eseményt, hogy az A1, As, ... események koziil végtelen sok kovetkezik be.

Megoldas: Az az esemény, hogy az Ajp, Ao, ... események koziil végtelen sok ko-

vetkezik be gy is megfogalmazhatd, hogy barmely n indexre 1étezik olyan N > n

index melyre az Ay esemény bekovetkezik. Rogzitett n szdmra az az esemény,

hogy bekovetkezett az Ay esemény valamely N > n indexre felirhaté mint a B,, =
oo

U Anx esemény. Az, hogy a B, események mindegyike bekovetkezik az C' =
n=N

[e.e] o0 oo oo

(| B, esemény. Ezért a vizsgalt esemény felirhaté C' = (| B, = () < U AN)
n=1 n=1 n=1 \n=N
alakban irhato.



