A november 7-i gyakorlat témaja

1.)

Tekintsiik egy szabalyos dobdkocka feldobasat, illetve azt a valdszinliségi valtozoét,
amely megmondja mi a dobas eredménye. Hatdrozzuk meg ennek a & valdsziniiségi
véltozénak az F'(z) eloszlasfiiggvényét. Hatdrozzuk meg a dobasértékek négyzeté-
nek az eloszlasfiiggvényét.

Megoldas: Ez a & valdszintiségi valtozo az 1, 2, 3, 4, 5 és 6 értékek valamelyikét veszi
fel, mindegyiket % val6szintiséggel. Ezért annak a valdszintisége, hogy P(§ < x)
nulldval egyenlé, ha < 1. S6t x = 1 esetében is teljesiil a P(£ < 1) = 0 azonossag,
mert annak valdszinliségét nézziik, hogy a & valdszintliségi valtozé szigorian kisebb
mint az x szam. Ezért F(z) = 0, ha —oo < 2z < 1. Ha 1 < 2 < 2, akkor az
{w:€&(w) < x} esemény azt jelenti, hogy a dobds eredménye 1. Ez az allitas igaz
x = 2 esetében is. Ezért F(z) = g, hal < # < 2. Ha 2 < x < 3, akkor
az {w:&(w) < z} esemény azt jelenti, hogy a dobds eredménye 1 vagy 2. Ezért
F(z) = 2, ha 2 < z < 3. Ezt a gondolatot végigkdvetve kapjuk, hogy F(z) = 0,
ha —co < 2z <1, F(z) = 4, haj <z <j+1,1<j<5 é F(z) =1, ha
6 < x < co. Ha a dobédsok négyzetének az eloszasfiiggvényére vagyunk kivancsiak,
akkor hasonldan vizsgalhatjuk a helyzetet. Ekkor a vizsgdlt valdsziniiségi valtozé
G(z) eloszlasfiiggvénye a kovetkez6 lesz: G(x) = 0, ha —oo < x < 1, mert ebben
annak valdszintisége, hogy a dobds értékének négyzete kisebb, mint z egy x < 1
szam esetén 0. G(z) = %, ha 1 < z < 4, mert az az esemény, hogy a dobds
értékének négyzete kisebb mint x egy 1 < z < 4 szadm esetén akkor kovetkezik be,
ha a dobas értéke 1. G(z) = %, ha x < 4 <9, mert a dobds értékének a négyzete
akkor kisebb, mint z egy 4 < x < 9 szam esetében, ha a dobas eredménye 1 vagy
2. Hasonléan, G(z) = 2, ha 9 <z <16, G(z) = 3, ha 16 < z < 25, G(z) = 2, ha
25 <2 <36,é G(z) =1, ha 36 < x.

Ledobunk egy pontot egyenletesen a [0, 2] intervallumra, azaz annak valészintisége,
hogy a ledobott pont egy [a,b] C [0,2] intervallumba esik 25%. Mi a ledobott pont
helyének az eloszlas és strtiségfiiggvénye?

frjuk fel a ledobott pont helyének az értékét akkor, ha az a [0, 1] intervallumba esik,
de az 1 szdmot irjuk fel, ha a dobds értéke az [1,2] intervallumba esik. Mi a felirt
szam eloszlasfiggvénye? Mi lesz a felirt szam eloszlasfliiggvénye akkor, ha abban az
esetben, amikor a ledobott pont az [1,2] intervallumba esik nullat irunk, abban az
eseben, ha a [0, 1] intervallumba esik, akkor magat a szamot irjuk fel?

Megoldas: Annak valésziniisége, hogy a ledobott pont & értéke kisebb, mint =
P <2)=0,hax <0, P <z)=7%,ha0<2<2 68 PE <) =1,
ha x > 1. Ezért a £ valészinliségi valtozd F(x) eloszlasfiigggvénye F(x) = 0, ha
r<0,F(z)=5,ha0<2<2,é F(z) =1, hax > 1, azaz egy % meredekségili
egyenes a [0,2] intervallumon, és F'(x) a vizszintes x = 1 egyenes az x > 2, és
az x = 0 vizszintes egyenes az x < 0 félegyenesen. A £ valdsziniiségi valtozd
létezd striségfiiggvényét megkapjuk, mint az F(x) eloszlasfiiggvény derivaltjat.
f(@) =3, ha0 <z <2 f(z) =0 haz<0vagy z > 2. (A sliriiségfiiggvény
valéban 1étezik, mert az eloszlasfiiggvény minden pontban folytonos, és két pont
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(az x = 0 és = = 2 pontok) kivételével mindeniitt derivalhato is.

A felirt (véletlen) n szam G(z) eloszlasfiiggvénye az els6 esetben P(n < x) =0, ha
—00<x<0,hazr<0,Pn<z)=% ha0<z<1,éPn<z)=1haz>1
Ez azt jelenti, hogy G(z) = 0, ha 2 < 0, G(z) = §, ha x < 1, (ebben hasonl6 a
viselkedése az elébb tekintett F'(z) fiiggvényhez), de az x = 1 pontban ugrik, és
G(x) =1, haz > 1.

A mésodik esetben tekintett véletlen szdm H(z) eloszldsfliiggvénye hasonléan ha-

tarozhaté meg. A kiilonbség az, hogy ekkor a [0, 1] intervallumban H(z) = % + 1,
0 <z < 1. Ekkor ugyanis a felirt szam akkor lesz kisebb, mint x, 0 < x < 1, ha a
ledobott pont vagy a [0, 1] vagy az 1, 2| intervallumba esik, és ennek valdszintisége

g+ % Tovabba H(x) =0, haz <0, és H(x) =1, hax > 1.
Hadzi feladat:

Feldobunk egy pénzdarabot, amely p valészintiséggel esik a fej, 1 —p valdszintiséggel
az iras oldalra kétszer egymastdl fliggetleniil. Jeldlje £ azt a valdszintliségi véaltozot,
amely a fejdobdsok szdmét adja meg. Adjuk meg a £ valdszintliségi valtozé F(x)
eloszlasfiiggvényét.

Ledobunk egy pontot véletleniil egyenletes eloszldssal a [0, 1] intervallumba, azaz

annak valdszintisége, hogy a pont egy [a,b] C [0,1] intervallumba esik b — a.
Hatéarozzuk meg a ledobott pont négyzetének az eloszlasfliiggvényét.

Egy m és o2 paraméterti n normalis eloszldst valésziniiségi valtozé stirtiségfiiggvé-
2 2
nye g(u) = \/21706*(“*’”) /207 —00 < u < 00

Megoldas: Legyen n = o€ + m, ahol £ standard normalis eloszlastu valészintiségi
véaltozo. Jelolje @(x) a £ valdszintliségi valtozo eloszlasfliiggvényét. Ekkor n elosz-
lasfiiggvénye G(z) = P(0€ +m,z) = P (£ < Z=2) = @ (=1, siirliségfiiggvénye

pedig g(x) = %G(m) _ % dq;SL) _ 1 —(u-m)?/20%
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Szamitsuk ki egy az [a, b] intervallumban egyenletes eloszlasu £ val6sziniiségi valtozo
varhaté értékét és szorasnégyzetét.
Megoldas:
b 21b 2 2
1 1 b* — b—
FE¢ = U du = {u—} = ¢ _ a,
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5.)

Szamoljuk ki egy A paraméterli £ exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozd var-
hato értékét és szorasnégyzetét.

Megoldas: Parcialis integralassal kapjuk, hogy

o 1 [ 1 00 o 1
E¢ :/0 ude M du = X/o ue " du = 3 <[—ue‘“}0 —l—/o e du) =3

> —Au 1 —u] > - —u 2
E§2:/0 u?Xe du:p<[u26 }0 +/0 2ue du) =2

Ezért Var{ = BE? — (BE)? = & — 32 = 32

Mutassuk meg, hogy egy exponencidlis eloszlasu & valdszintiségi valtozé teljesiti a
kovetkez6 tigynevezett orokifju tulajdonsagot:

P >z+yl>y) =PE>x)

minden x > 0 és y > 0 szamra.
Megoldds: Mivel P(¢ > u) = e~** minden u > 0 szdmra, ezért P(¢ > x + y|¢ >

e~ Maty)

y) = T e e—)\x = P(S > 'T)
Legyen & valdszintiségi valtoz6 f(u) slirtiségfiiggvénnyel, a és b valds szamok. Ha-
tarozzuk meg az n = aé + b és ¢ = 2 valésziniiségi valtozok stirliségfiiggvényét.

Megoldds: Legyen F(z) = P(§ < z) = ffoo f(u)du a & valdsziniiségi valtozd

eloszlasfiiggvénye. Ekkor az n = a& + b valdszintliségi valtozo eloszlasfiiggvénye

a G(z) = P(n < z) = P({ < 2b) = F(%£2) fiiggvény, ha a > 0, és G(z) =

Pin < z)=P(> mT_b) =1-F (“"T_b), ha a < 0. Innen 7 slrliségfiiggvénye
dG(x r—

g(x) = "G = [ f (430,

A ¢ = €2 valészintiségi valtozd eloszlésfiiggvénye
G(z) = P(§* <a) =P (Vo <& <Va) =F (V) - F (~Vz),

ha x > 0, és G(x) = 0,
e (F (VD) + £ ().

Hadzi feladat:

ha x < 0. Innen derivaldssal ( stiriiségfiiggvénye g(z) =

Legyen egy ¢ valészinfiségi valtozénak f(x) sfirfiségfiiggvénye. Szamitsuk ki €3 és
&4 stirtiségfliggvényét.



