A november 28-i gyakorlat témaja

Az el6adason szerepegc az az allitas, hogy a standard normalis eloszlas stirtiségfliggvény-
nek nevezett \/%e_m /2 fiiggvény valéban sfirliségfiiggvény, tehét
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Léssuk be (e tény felhasznaldsdval),
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Egy standard normalis eloszlasu & valdszintiségi valtozo, azaz egy \/%e stri-
™

ségfiiggvénnyel rendelkez6 valdszintiségi valtozo varhaté értéke nulla és szordsnégy-
zete 1.
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mert az xﬁeﬂ:?/ 2 integrandus pératlan fiiggvény. Ezért Var& = E&2, és parci-

alis integréldssal f(z) = z és g(z) = :1;\/#2—7;3*5"’2/2 =4 <—\/L2—ﬂe*$2/2> vélasztdssal

kapjuk, hogy
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Egy szabdlyos dobdkockat és egy szabdlyos érmét feldobunk 3300 alkalommal egy-
mastdl fliggetleniil. (Az érme és kockadobasok eredményei is fiiggetlenek egymaés-
t6l.) Ha a kockadobds eredménye paros és az érme a fej oldalra esett, akkor annyi
forintot nyeriink, amennyi a kockadobés eredménye. Ha az érme az iras oldalra
esett vagy a kockadobds eredménye paratlan szam, akkor nem nyeriink, és nem is
vesztiink semmit. Mi a valdszinlisége annak, hogy az Ossznyereménytink 3190 és
3520 forint kozé esik? Adjunk erre jé kozelité becslést a centréalis hatareloszlastétel
és egy normalis eloszlastablazat segitségével.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 &, és n; 1 < j < 3300, valészintiségi valtozokat:

§; = 2, ha a j-ik kockadobdés eredménye 2, ; = 4, ha a j-ik kockadobds eredménye 4,

§; = 6, ha a j-ik kockadobéas eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik kockadobéas eredménye

1, 3 vagy 5. Legyen n; = 1, ha a j-ik érmedobds eredménye fej, és n; = 0, ha a

J-ik érmedobds irds. Legyen (; = §;n;. Ekkor a j-ik dobdsnal a nyereménytink
3300

¢ lesz, 1 < j <3300, és a P | 3190 < > (; <3520 | valdsziniiséget kell j6l meg-
j=1

becsiilniink. Ennek érdekében szamoljuk ki a fliggetlen (; valdszinliségi valtozok

vérhaté értékét és szordsnégyzetét. EC; = E&;n; = E&En; = :(24+4+6)5 = 1,
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EC? = EEEn? = }(4+16+36) - 2 = 1 Var(? = E¢? — (E(;)? = . Innen a
centralis hatareloszlastétel alapjan

3300 3300
E
3300 ~110 jZ G — Z CJ

P (3190 <) ¢ <3520 | =

= \/33004L /%OVM& «/3300“
J

~ ®(2) — B(—1) = 0.9772 + 0.8413 — 1 = 0.9285.

3.) Egy pénzdarabrdl ellenérizni akarjuk, hogy igaz-e az a hipotézis, amely szerint ez
az érme legalabb % valoszinliséggel esik a fej és legfeljebb i valoszinliséggel az
irds oldalara. Ennek érdekében feldobjuk a pénzdarabot 30 000 alkalommal, és a
kovetkez6 dontési szabdlyt hozzuk. Vialasztunk egy k szdmot, és akkor fogadjuk
el a hipotézist helyesnek, ha legalabb k fejdobas tortént. Legaldbb mekkoranak
kell valassztanunk ezt a k szamot, ha azt akarjuk, hogy egy a hipotézist teljesitd
pénzdarab esetén legalabb 0.9 valdszintiséggel dontsiink gy, hogy a hipotézis tel-
jesul?

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezd valdszinliségi valtozokat: §; = 1, ha a j-ik
dobés eredménye fej, ; = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds, 1 < j < 30000,
30000

S = Ss30000 = Z §;. Ha a fejdobas eredményének valdszintisége pontosan %,
j=

Eg = 2, B = 2, Varg; = EE — (EE;)? = 2, ES = 30000E¢; = 22500,
Var S = 30000Var §j = 5625 = 752. Innen és a centrélis hatareloszlastételbdl,

S —ES k — 22500 S—FES k — 22500
P(S>k)=P > =1-P <

1_® k — 22500 .
75

Valasszuk a k szamot 1gy, hogy a fenti valészintiség koriilbeliil 0.9 legyen. Ekkor

a ® (£=22500) = 0.1 vagy ami ezzel ekvivalens, a ® (22220=F) = 0.9 egyenletet kell

75
kielégitentink. A normaélis eloszlas- téblé,zat alapjan % 1.28, ami azt jelenti,

hogy k =22500—-75x1.28 és p = eseten annak valoszintisége, hogy a fejdobasok
szama nagyobb mint k£ = 22500 — 75 x 1.28 = 22212 és p = Z esetében annak
valészintisége, hogy legaldabb ennyi fejdobas torténik kortilbelil 0.9. Ha p > %,
akkor ez a valészinliség nagyobb. Ezért a k = 22212 helyes vélasztas.

4.) Ledobunk egyméstdl fiiggetleniil 24 000 pontot a [0,2] intervallumra egyenletes
eloszlassal, (azaz annak a val6szintisége, hogy egy ledobott pont értéke x-nél kisebb
5-vel egyenld, ha 0 < x < 2, eggyel egyenld, ha = > 2, és nulla, ha x < 0.) Orizziik
meg azokat a ledobott pontokat, melyek értéke 1-nél kisebb, és hagyjuk el azokat,
melyek értéke, nagyobb mint egy. Mi annak a valdszintisége, hogy a megorzott
pontok értékeinek az Gsszege 5900 és 6075 kozé esik? Adjunk erre a valdszintiségre
jo kozelito becslést a mellékelt normdlis eloszlastablazat segitségével.
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Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd &;, 1 < j < 24 000, valészinliségi valtozdkat:

§; = z, ha a j-ik ledobott pont értéke z, és 0 < 2z < 1, és & = 0, ha a j-

ik ledobott pont értéke az (1,2] intervallumba esik. Ekkor a megdrzott pontok
24 000

Osszege S = ) &;, tovabba a §; valdszintiségi véltozok fiiggetlenek és egyforma
j=1

eloszlasuak. Ezért a centralis hatareloszastétel segitségével jo becslést tudunk adni

a minket érdekls P(5900 < S < 6075) valésziniiségre. Ennek érdekében ki kell

szamolnunk a &; valészintiségi valtozo varhaté értékét és szérasnégyzetét.

A & valdszintiségi valtozd varhato értékének és szérasnégyzetének a kiszamolasa
érdekében vezessiik be az 1, valdszinliségi valtozot, amelyik megegyezik az els6
ledobott pont értékével, és a kovetkezd h(zx) fliggvényt a [0, 2] intervallumon: Le-
gyen h(z) =z, ha0<x <1,és h(zr)=0,hal <z <2 Ekkor & = h(n), ésm
stirliségfiiggvénye f(z) = 3, ha 0 <z <2, f(z) =0, haz <0, és > 2. Innen
B¢ = Eh(m) = [h(z)dz = [, etde = 1 B} = Bh(m)? = [} 2%Lde = L, 6

6
Var§, = B¢} — (B&)? = ¢ — 15 = 1. Bzért ES = 6000, Var S = 2500. Innen

1
6 16

S —ES
P(b9000 < S <6075) =P -2< —— <15
( ) ( vVar S )

~ ®(1.5) — ®(—2) = B(1.5) + ®(2) — 1.

A matematikai statisztika fontos feladata a paraméter becslés, a hipotézisvizsgdlat és
a konfidencia intervallum becslés. Az ilyen jellegi, a gyakorlatban eléfordulé feladatok
szoros kapcsolatban vannak a centralis hatareloszlastétellel. Ennek targyalasa érdekében
elOszor értsiik meg e fogalmakat.

Statisztikai becslés fogalma. Adott eloszldsfiigguények egy valamely (ismeretlen A
paramétertdl fiiggd) F(x,\) csalddja. (Van amikor nem az F(x,\) eloszlds fiigguényt,
hanem annak f(x,\) striségfiggvényét adjik meg. Az egyszeriiség kedvééert egqy A
paraméterrdl beszéltem. De vannak olyan fontos problémdk, amikor tobb ismeretlen
Ay ..oy A paramétertol figg az eloszlas. FEbben az esetben is beszélhetink eqy A =
(A,..., ) vektor értékid paraméterrél.) Legyen adva n darab &,...,&, F(x,\) el-
oszldsi figgetlen valdsziniségi vdltozo, amelyeket dltaldban n kisérlet eredményeként
kapunk meg. A becslés feladata azt jelenti, hogy adjunk ezen valészintiségi viltozok (meg-
figyelések) segitségével eqy jo kézelitd értéket az ismeretlen A paraméterre, azaz defini-
dljunk olyan A= T, ¢&n) a&y,. .. & valdszindiségi valtozoktdl fiiggd valoszindiségi
vdltozdt, amely (nagy valdsziniiséggel) kizel van a becsilendd \ paraméterhez, barmi is
volt a A\ értéke.

Szokés bevezetni a kovetkezo terminologiat.

Minta fogalma. Legyen adva eloszlasok egy F(x,\), X € A, eloszldscsalad. Figgetlen
F(x,\) (azismeretlen becsiilendd A eloszldsi valdszindiségi paramétertdl fiiggd) &1, . .., &n
valosziniségi valtozok sorozatdt n elemi, mintdnak nevezik.
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Valamilyen értelemben a becslésnek jénak kell lennie. Ilyen természetes a becslés
josagat megkovetelo tulajdonsagot fejez ki a kovetkezé definicio.

(Aszimptotikusan) torzitatlan becslés fogalma. Legyen adva eqy F(xz,\) eloszlds
fiiggvény, és &1, ... &6, F(x, ) eloszldsi n elemd minta. Egy A\ =T(&1, ..., &) becslést
torzitatlannak neveziink, ha A = EX, = E(T(&,---,&)). Adjunk meg egy olyan az n
paramétertdl figgs Ty (1, ..., x,) figguényt minden n = 1,2, ... szamra, amelyre

A= lim E\, = lim E(T,(£1,...,&))

eqgy n elemi &1, ...,&, mintdra minden \ paraméterre. Az ilyen tulajdonsdgi A =
Th(&1,...,&) becsléseket aszimptotikusan torzitatlan becsléseknek nevezziik.

A becsléselmélet feladata a A paraméter olyan torzitatlan (vagy ha az nem lehet-
séges aszimptotikusan torzitatlan) T,,(&1, ..., &, becslését adni, amelyre

lim VarT,(&,...,&,) =0.

n—oo

5.) Legyen adva egy F(x,\) eloszlascsalad, és egy mn-elemi 1, ..., &, mintatdl fiiggd
Tn(&1,- .-, &n) becsléssorozat, n = 1,2,.... Mutassuk meg, hogy

lim E(Ty, (&1, .., 60) — A2 =0

n—oo

akkor és csak akkor, ha a T},(&1,...,&,) becslés aszimptotikusan torzitatlan, és

lim VarT,(&1,...,&,) =0.

n—oo

Megoldds:

E(T,(&1,...,6,) — N)?
=F ([Tn(€1= <o 7571) - E(Tn(§17 <o afn)]g) + [)‘ - E(Tn(fla <o 7571)]2
= Var T, (&1, ..., &) + [N = E(T (&1, ..., 60)]%

Ebbdl az azonossagbdl konnyen kiolvashaté a feladat allitasa.

A leggyakoribb becsléselméleti feladat egy valdszintiségi valtozo varhaté értékének
vagy szorasnégyzetének a becslése. Formalisan ez a feladat csak az elébb megfogalma-
zott becslési feladat egy dltalanosabb megfogalmazasaként targyalhato, mert az Osszes
lehetséges eloszlast tekintjik, és az Osszes eloszlasfiiggvényt tartalmazo fliggvénycsalad
nem paraméterezheto véges sok paraméter segitségével. Tovabba nem kivanjuk magat
az eloszlast meghatdrozni, csak annak egy fontos paraméterét. Az ilyen feladatokat
nem paraméteres becsléseknek nevezik az irodalomban. De ilyenkor is beszélhetiink a
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paraméter torzitatlan vagy aszimptotikusan torzitatlan becslésérol, amit az el6zoekhez
hasonléan definidlunk.

6.) Legyen adva fiiggetlen F(x) eloszldst valdszinliségi valtozdk &1, ..., xi, sorozata

_ n
Mutassuk meg, hogy az & = % > & atlag a vérhato érték torzitatlan becslése. Ha
k=1

ismerjiik a & valdszintiségi valtozok u varhaté értékét, akkor az S2 = %

n
1=

(& —n)?

1
kifejezés felirhato, és ez a szordsnégyzet torzitatlan becslése.

Megoldas: A varhaté érték tulajdonsaga alapjan

NSE

és BSp = E |+ X ( —M)2> =+ i E( —p)? = BE(& —p)? = Varé;. Ezt

j=1
kellett beldtnunk.

7.) Legyen adva fliggetlen F(z) eloszlasu valdszinliségi valtozdk &q,...,§, sorozata
Mutassuk meg, hogy az S2 = —L5 (& — €)? kifejezés, ahol £ = 1 3" &, a
j=1 k=1

szorasnégyzet torzitatlan becslése.

Megoldas: frjuk at az S? kifejezést szdmunkra alkalmasabb alakban.

R . 1 < . .
Sn=—12 (G- =— ) (§+&-2%)
Jj=1 j=1

2 2| 1 ¢ 2 1 - ,
& —né _n—ljz:;fj (n—1)n ;gﬂ

2

1 n
n—1\4

j=1

2

Tovabbé, E Y 2 = nEEE, E &) =X EBE+2 Y EGE: = nEG 4
j=1 j=1 j=1 1<j<k<n

n(n — 1)E&& = nEE + n(n — 1)(E&)?. Innen ES?2 = —LonE¢ — LB —

(E6)? = B — (E)? = Var &)

A hipotézisvizsgédlat azzal a kérdéssel foglalkozik, hogy azt a hipotézist (feltétele-
zést), mely szerint egy véletlen mennyiség valamilyen el8irt eloszldsi vagy vagy valamely
eloirt eloszlasok csaladjaba tartozik hogyan ellenézizziik bizonyos megfigyelések alapjan.
E kérdés targyalasakor érdemes bevezetni a kovetkez6 fogalmakat.

Nullhipotézis és ellenhipotézis, egyszerii és Osszetett hipotézis fogalma. A
hipotézisvizsgdlat feladata a kovetkezd: Adott eloszldsfiggvények eqy Ao és A1 csalddja.
Egy véletlen mennyiség ismeretlen F(x) eloszldsa vagy a Ay vagy a A1 eloszldsfiggguény
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csalddba tartozik, (mds lehetdség nincsen.) Azt akarjuk eldénteni fiiggetlen F(x) eloszld-
su valdsziniségi vdltozok megfigyelése alajan, melyik eset dll fenn. Az a feltevéstink, hogy
F € Ag. Ezt a feltevést null-hipotézisnek, az F' € Ay feltevést ellenhipotézisnak nevezik.
Ha Ag egyetlen eloszlasbol dll, akkor a null-hipotézist egqyszerinek, ha tobb elembdl dll,
akkor Osszetettnek nevezik. Hasonlo terminologidt lehet haszndlni a A1 ellenhipotézisre
is.

A hipotézisvizsgalat alapfeladata, els6 és masodfaju hiba fogalma. Legyen
adva a null-hipotézisek Ay és ellenhipotézisek Ay csalddja, valamint ismert figgetlen
F(x) eloszlasu valoszindségi vdltozok &1, ..., &, sorozata. Definidljuk az R™ Euklideszi
tér valamely alkalmasan definidlt A C R™ részhalmazdt, és hozzuk a kévetkezd dontést.
Ha (&1,...,&,) € A akkor a null-hipotézist fogadjuk el, ha (&1,...,&,) ¢ A akkor az
ellenhipotézist fogadjuk el. Elsdfaju hibdnak a

Sup PF((£17557L) ¢ A)
Felyp

mdasodfaju hibdnak a
sup Pr((&1,-.-,&n) € A)

FGAl
mennyiséget nevezziik, ahol Pp((&1,...,&,) € A) annak a valdszinidségét jeldli, hogy
&1,..., &, fliggetlen, F eloszlasu valosziniiségi valtozok sorozata az A halmazba esik. Az

//////

nebb esetben, amikor azt el kellene fogadni. A mdsodfaji hiba a null-hipotézis elfogaddsdt
jelenti a legkellemetlenebb esetben, amikor azt el kellene utasitani. A hipotézisvizsgdalat
feladata a kovetezo. Rogzitsink egy € > 0 szamot, és keressunk olyan dontési eljardst,
amelyben az elséfaju hiba kisebb vagy egyenld, mint ¢, és minimalizdljuk eme feltétel
mellett a mdsodfaji hibdt.

Roviden ismertetem a konfidencia intervallum (konfidencia=megbizhatdsag) prob-
lémajat is, ami a becsléselmélet problémajanak természetes folytatasa.

Konfidencia intervallum konstrukciéjanak a feladata. Legyen adva F(z,\) elosz-

lasfiiggvények eqy csalddja, figgetlen F(x, \o) eloszldsi &1, . . ., &, valdszindségi vdltozok
egy sorozata. Legyen adva a \g paraméter eqy jo Ao = T'(&1, .. .,&n) becslése. Régzitsink
eqy kis € > 0 pozitiv szdmot. A konfidencia intervallum konstrukcidjd olyan a &1, . ..,&x

megfigyelésektdl fliggd lehetdleg kicsi Ao1n = Ui(&1,.-.,6n) €s Ao2n = Ua(&1,y---,€n)
végpontu véletlen [No1,n, No,2.n] intervallum konstrukcicjdt jelenti, amelyre

P(X\o € [No1ms Mo2n) >1—¢.

Azaz olyan intervallumot keresiink, amelybe az ismeretlen paraméter majdnem biztos,
hogy beleesik, pontosabban ennek valoszinisége legaldbb 1 — .



