A november 21-i gyakorlat témaja

Ismertetem a valészinliségszamités legfontosabb eredményét, a centrélis (kézponti) ha-
tareloszlastételt. Ennek érdekében el6szor bevezetem a kovetkezd fogalmat.

Egy valdszintliségi valtozé normalizaltjanak a fogalma. Legyen & olyan valdszi-

ndiségi viltozd, amelyre EE? < co. A & valdszindségi viltozé normalizdltja a & = f/vii
ar

valosziniiségi vdltozo, azaz a £ valdsziniségi vdltozonak az a linedris transzformdltja,
amelynek vdrhato értéke nulla, szorasnégyzete pedig 1.

Jegyezziik meg, hogy ha &1,...,&, flggetlen valdszintiségi valtozok, amelyekre

Ef? < oo minden 1 < j < n indexre, akkor az S = ) {; Osszeg normalizaltja az
j=1

i ~ S B
j=1 =1

S =
n
@/ Z ar g;
kifejezés.
Emlékeztetek arra is, hogy a p(x) = \/1276_” 12 du, —0o < x < oo, fiiggvény
stiriségfiiggvény, integralja pedig a ®(x) = ffoo %e_“ 12 du, —oo < < oo fiiggvény

eloszlasfiiggvény. A p(z) figgvényt a standard normélis stiriiségfiiggvénynek, ®(z)
fiiggvényt pedig a standard normaélis eloszlasfliggvénynek nevezik. Az, hogy ¢(z) sliri-
ségfiiggvény azt jelenti, hogy egyrészt teljesiil a (nyilvanvald) ¢(x) > 0 reldcié minden
z > 0 szdmra, mésrészt [°_p(u)du = 7 \/%76_7;/2 du = 1. Ez az azonossig nem

nyilvanvalé allitas.

Centralis hatareloszlastétel. Legyenek &1,&o, ..., fuggetlen, egyforma eloszldisiu va-
n

ldszindségi vdltozok, jeldlje S, = > &, n=1,2,..., e valdszindségi vdltozok részlet-
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osszegeit. FEkkor az S, wvaldsziniségi vdltozok normalizaltjai
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reldciot, ahol ®(x) = / emu’/2 du, a standard normdlis eloszasfiigguény.
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Fontos megjegyzés: Mivel a @(x) siriiségfliiggvény paros fiiggvény, ezért ®(—z) =
[ 2 owdu = [Zou)ydu =1 — [* _p(u)du = 1 — ®(z). Ez azt jelenti, hogy a
normalis eloszlasfiiggvény értékét elegendo pozitiv szamokra megadni. Ezért a normalis
eloszlasfiiggvény tablazatokban a normalis eloszlasfiiggvény értékét nem adjak meg
negativ szdmokra.

Az alabbi feladatokban azt targyaljuk, hogyan tudjuk a centralis hatareloszlastételt
felhaszndalni minket érdeklé valdszintiségek kiszamolasara.

1.) A 2000. évben az Egyesiilt Allamok Florida dllamaban az elndkvélasztéson rendki-
viil szoros eredmény sziiletett. 5 000 000 valaszto valasztott két part, a republikanus
és demokrata part jeloltjei kozott. A két jelolt altal szerzett szavazatok szama (egy
adott idépontbeli felmérés szerint) mindossze 300 volt. Tegyiik fel, hogy a vélasztok
egymastdl fiiggetlentil % valoszinliséggel vélasztottak valamelyik part jeloltjét. E
feltevés teljestilése estén mi annak a valészintisége, hogy a két jelolt altal Gsszegyiij-
tott szavazatok kiilonbsége nem haladja meg a haromszazat.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 £;, 1 < j < 5000 000, valészinliségi valtozdkat:
§; = 1, ha a j-ik vélaszt6é a demokrata, {; = 0, ha a j-ik valaszté a republikanus
5 000 000
jeloltre szavaz. Ekkor S = ) & a demokrata, és 5 000 000 — S a repub-
j=1
likdnus jeldltre leadott szavazatok szama, és minket a P(|25 — 5 000 000 < 300)
val6szinliség nagysaga érdekel. Vegyiik észre, hogy a &; valdsziniiségi valtozok
figgetlenek, E¢; = %, Var{; = 1, ezért ES,, = 2 500 000, Var S,, = i-5 000 000, és

T4
a P ( S»—2 500 000

v/ 1.5 000 000

hatareloszlastételt. Ennek alapjan

< x | valdszintiségek kiszamitdsara alkalmazhatjuk a centrélis
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2.) Tekintsiink egy szabdlyos pénzdarab 10 000 egymads uténi (fiiggetlen) feldobasabdl
szarmazé fej-irds sorozatot. Adjunk becslést a centrédlis hatareloszlastétel segit-
ségével annak valdszintiségére, hogy a fej-dobasok szamanak eltérése a vart 5000
szamtol legalabb 100-zal, illetve legalabb 200-zal eltér.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezd &5, < j < 10 000 valésziniiségi valtozdkat:
§; = 1, ha a j-ik dobds eredménye fej, {; = 0, ha a j-ik dobds eredménye iras.
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Ekkor &5, 1 < j < 10 000 fiiggetlen valészintiségi valtozok, F{; = % Var¢; = i ésa

10000 10000
PSS (6-E¢)>100) 6s P[] S (& — E&)| > 200 | valészintiségekre kell
i=1 i=1
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becslést adnunk. A centralis hatdreloszlastétel szerint P | =———— > u | ~1—

4/10000- %

®(u). Innen kapjuk, hogy az elsé valésziniiség kiszamitdsahoz az u = + 11280 =42

értékeket kell tekinteni, és a vizsgalt val6szintliség kozelitéleg (1 — ®(2)) + ®(—2) =
2(1-P(2)) ~ 2(1-0.97720) = 0.0456. A méasodik valésziniiség hasonléan koriilbeliil
2(1 —®(4)) ~ 0, (az els6 4 tizedesjegy 0).

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 1200 alkalommal egyméstol fiiggetleniil, és
osszeadjuk a paros értékii dobasok eredményét. Adjunk jé kozelité becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normalis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az Osszeg 2280 és 2500 kozé esik.

Megoldds: Vezessiikk be a kovetkez6 £;, 1 < j < 1200, valoszinliségi valtozdkat:
§; = 2, ha a j-ik dobas eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik dobds eredménye 4, §; = 6,
ha a j-ik dobds eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik dobds eredménye 1, 3 vagy 5. Ekkor

j=1
hogy B¢ = $(2+4+6) =2, Var§; = (4 + 16 + 36) — 4 = 2. Innen a centrélis
hatareloszlastétel alapjan

1200
a P (2280 <6< 2500) valoszintliséget kell jol megbecsiilniink. Vegytik észre,

1200 1200
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~ ®(1.25) — B(—1.5) —08944+09322—1—08266

Legyen birtokunkban 100 lampa, amelyek mindegyike egymastdl fiiggetlen idotar-
tamig miikodik, élettartamuk pedig exponencialis eloszlasi A = 1—10 paraméterrel.
(A lampék élettartamanak exponenciilis eloszldsa természetes feltételezés.) Egy
termet bevilagitunk ezen lampéak valamelyikével, majd amikor az kiégett 1j lampat
hasznédlunk fel. Adjunk jé becslést arra, hogy a lampak oOsszélettartama legalabb
1150 éra.

Megoldds: Jeldlje &; a j-ik lampa élettartamét, 1 < j < 100. Ekkor a P(§, +--- +
€100 > 1150) valészintiségre kell j6 becslést adnunk, ahol az &sszegben fiiggetlen
exponencialis eloszlasi valdsziniiségi valtozdk szerepelnek \ = 1—10 paraméterrel.
Vezessiik be az n = &1 + - - - + &100 jelolést.

Kiszamoltuk, hogy jelen esetben E'p = mE& = 5 = 1000, Varn = 55 = 10000

(m = 100 és \ = —0 vélasztdssal). Ezért a centrdlis hatareloszlastétel szerint



_E —1 R P 1: . t o hw ey p
\T}V 1 =1 10%00 jo kozelitéssel standard normadlis eloszlasi valdsziniiségi valtozo,
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és P(fl + + &100 > 1150) P (\/\TTU > 1.5) 1 <I>(1.5).

5.) Vegyiink egy olyan pénzdarabot, amely % valoszinliséggel esik a fej és % valoszini-
séggel az iras oldalra. Ezt a pénzdarabot annyiszor dobjuk fel, ahdany dobés utan
megjelenik 1200 fej dobds. Mi annak a valdszintisége, hogy az elvégzett dobasok
szama 1680 1830 kozé esik? Adjunk erre a valdszintiségre jo kozelito becslést.

Megoldds: Az elvégzett dobasok szama egy 7 negativ binomidlis eloszlasi valé-

szinfiségi valtoz6 n = 1200 és p = 2 paraméterekkel, azaz P(n = k + n) =
(”Zﬁzl)(l —p)kpn, p = %, és n = 1200 paraméterrel. Egy ilyen valésziniiségi

valtozonak ki lehet szamolni a pontos eloszlasat, azaz azt, hogy milyen értéket
milyen valészinliséggel vesz fel. Elvileg, ez lehet6séget ad a kivant valdszintiség
kiszamitésara egy bonyolult 6sszeg kiszamitasanak a segitségével. Ennél haszno-
sabb becslést tudunk kapni a kovetkezd érvelés segitségével, amely a kivant valo-
szinlséget j6 pontossaggal kiszamitja a centralis hatareloszlastétel segitségével.

Jelolje &5, 2 < j <1200, a j — 1-ik és j-ik fejdobds kozotti dobdsok szamat (a j-ik
fejdobast beleszamitjuk a j — 1-iket viszont nem szamitjuk bele e dobasok kozé), és
legyen &; az els6 fejdobdsig (ezt is beleszamitva) elvégzett dobédsok szama. Ekkor a
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§; valosziniiségi valtozdk fiiggetlenek, negativ binomidlis eloszlasiak n =1, p = 3

paraméterekkel, és minket a P(1680 < &1+ - -+ &1200 < 1830) valdszintiség érdekel.

Megmutattuk kordbban, hogy E¢; = % =3, Varg; = 1p_—2p = 3. Ezért a centralis

hatareloszlastétel alapjan n = &1 + - - - + 1200 jeloléssel minket a

n — 1200E&;
Pl-A4<-—F—mmemmx<1
( v 1200Var &;

valésziniiség érdekel. A centralis hatareloszlastétel alapjan

— 1200F
P(—4 n 00E&;

v <1) ~® (1) 4+ D(4) — 1~ B(1).

Hazi feladat

Egy szabdlyos dobdkockét és egy szabdlyos érmét feldobunk 3300 alkalommal egy-
mastél fliggetleniil. (Az érme és kockadobasok eredményei is fiiggetlenek egymés-
t6l.) Ha a kockadobds eredménye paros és az érme a fej oldalra esett, akkor annyi
forintot nyeriink, amennyi a kockadobés eredménye. Ha az érme az iras oldalra
esett vagy a kockadobds eredménye paratlan szam, akkor nem nyeriink, és nem is
vesztiink semmit. Mi a valdszinlisége annak, hogy az Ossznyereménytink 3190 és
3520 forint kozé esik? Adjunk erre jé kozelité becslést a centréalis hatareloszlastétel
és egy normalis eloszlastablazat segitségével.



