A november 14-i gyakorlat témaja
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Széz alkalommal a kovetkez6 (fliggetlen) kisérletet végezziik. Ledobunk egy pontot
egyenletes eloszlassal a [0, 3] intervallumra, és feldobunk egy szabélyos szabélyos
dobodkockat egymastol fiiggetlentiil. Ha hatost dobtunk a kockaval megnyerjiik a
ledobott pont értékének a kétszerését, ha egyest dobunk, akkor annyi biintetést kell
fizetniink, amennyi a ledobott pont értéke. Szamitsuk ki nyereményiink varhaté
értékét és szérasnégyzetét.

Megoldds: Jelolje ¢j, 1 < j < 100, a j-ik forduléban szerzett nyereménytinket, és
szamoljuk ki az E(; varhat6 értéket és Var (; szérasnégyzetet. Ennek érdekében
vezessiik be a kovetkez6 §; és n; valdszinliségi véltozokat: &; a j-ik ledobott pont

helye a [0,3] intervallumban, n; = 2, ha a j-ik kockadobds eredménye hatos,

n; = —1, ha a j-ik dobds eredménye 1, és n; = 0, ha a j-ik kockadobas értéke

2, 3, 4 vagy 5. Ekkor (; = &;n;, és ECJ = FE¢;En;, E(Q = E£2E77J a fj és n;

valészintiségi valtozok fiiggetlensége miatt. Innen E¢; = % f uwdu = [%} = g,
3

E€? = %fogqﬂdu = [%9]0 =3, Em =:(2-1)=4, Enj = 1(4+1) = 2, ahonnan

B¢ =1 B =3 Babrt B¢ =L, Var(; = BC—(B()? = 5 — & = 22, 6s akere-

100 100 100
sett varhaté érték és szérdsnégyzet E (Z Cj) = > E(¢ =25, Var (Z Cj) =
j=1 j=1 j=1

100

2 Var (; = 3900.

Legyen ¢ valdszintiségi véltozé f(u) stirtiségfliiggvénnyel, a és b valés szamok. Ha-
tarozzuk meg az 1 = a + b és ¢ = £2 valdszintiségi valtozdk sfirtiségfiiggvényét.
Megoldds: Legyen F(z) = P({ < x) = ffoo f(u)du a & valésziniiségi valtozd
eloszlasfiiggvénye. Ekkor az n = a& + b valdszintiiségi valtozo eloszlasfiiggvénye
aG(x) =Pln<z)=P(E< mT_b) = F(””T_b) fiiggvény, ha a > 0, és G(x) =
P(n < z) =P(&> w_b) =1-F (:”T_b), ha a < 0. Innen 7 slrliségfiiggvénye
dG
g(x) = dﬁf) ‘a|f<w b)

A ¢ = €2 valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye

G(z) = P(§* <a) =P (Vo <& <Va) =F (V) - F (~Vz),

ha x > 0, és G(x) = 0, ha = < 0. Innen derivélassal ( stirliségfiiggvénye g(z) =

e (F (V) + F (—Va)).

Ha ¢ standard normélis eloszlasu valészintiségi valtozo, m, o valés szamok, akkor az
o€ +m valoszinliségi véltozéZVérglaté értéke m szérasnégyzete o2, siirliségfiiggvénye
pedig g(u) = \/%w'e—(u—m) /20%

Megoldds: E(c&é+m) = ocE+m =m, és Var (6€ +m) = o?Var{ = 2. Tovabb4,
az elozo6 feladat eredménye alapjan a o€ +m valdsziniiségi valtozo surusegfuggvenye

1



az f(z) = ﬁgp (2=m), ahol ¢(z) = \/%—ﬂe_xQ/Q, a standard normélis stirfiségfiige-
vény. Innen kovetkezik a feladat allitasa.

Ha ¢ standard normaélis eloszlasi valészintiségi véaltozé, akkorEE?F—1 = 0, BE?F =
1-3---(2k —1) minden k = 1,2,... szamra.

Szamitsuk ki egy A paraméterii exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozd mo-
mentumait.

Megoldds:

o 1 2
E 2k—1 — / x?k—l_e—x /2 dr = 07
¢ > V2T

mert az integrandus paratlan fiiggvény. Masrészt parcidlis integralassal f(z) =

1. a2 a2 .
22kl és g(x) = a:\/%—ﬂe /12 = % (—\/%e /2) kapjuk, hogy

o 1 o 1
E&? = / ka—_zﬂe_mQ/Q dx = / (2k — 1)x2k_2—6_”‘"2/2 dx

o 2

= (2k — 1) B¢ 2,
Innen k szerinti indukciéval kapjuk a feladat masodik allitasat.

Szamitsuk ki egy az [a, b] intervallumban egyenletes eloszldst £ valoszintiségi valtozo
varhato értékét és szorasnégyzetét.
Megoldas:

2

b 21b 2 2
Efz/u 1 du — 1 U :b a a+b
. b—a b—a "

b—a\®> [° b—a\? 1 =2
VarﬁzE({— 2a> :/ (u— 2a) b_adu:/babliadu

Innen v = b2_—“a helyettesitéssel

Varfzw/_llﬁdv:% {U_S]il: (b_a>2.

Dobjunk le egy pontot egyenletes eloszléssal a [0, 4] intervallumra. Irjuk fel e pont
értékét, ha a ledobott pont a [0,2] intervallumba esik, irjuk le a 2 szdmot, ha a
pont a [2,3], a 3 szdmot, ha a pont a (3,4] intervallumba esik. Mutassuk meg,
hogy a leirt szan értékével egyenld & valdsziniiségi valtozé F(z) eloszlasfiiggvénye
a kovetkezé: F(z) = 0, haz < 0, F(z) = £, ha0 < z < 2, F(z) = 2, ha
r < 2<3,és F(x) =1, ha z < 3. Mutassuk meg tovabbd, hogy F(x) felirhaté
F(z) = Fi(z) + F2(x) alakban a kdvetkezé médon: Fy(z) = [ f(u)du, f(u= 3,
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ha0 <z <2, f(u)=0,hau<0vagy u>2,és Fr(x) =0, hax <2 F(x)= i,ha
2 <2 <3, F( ) = 1, ha z > 3. Mutassuk meg, hogy tetsz8leges g(z) fiiggvényre

=12 du +19(2) + 39(3).
Elso megoldas. Hasonloan a mult éran targyalt 2. feladathoz ellenorizhetjiik, hogy
a & valészintliségi véltozé eloszlasfiiggvénye a feladatban megadott F'(z) eloszlds-
figgvény. Az F(z) fiiggvényt felirhatjuk F(x) = Fi(z) + Fa(x ) alakban, ahol
Fl(m):O,haacSO,Fl():xhaO<x§2F1(): , ha x > 2, és
Fy(x) =0, haz <2, Fo(x) = 7, ha 2 < x < 3, Fy(z) = ha, x > 3. Tulaj-
donképpen azt tettiik, hogy levalasztottuk a tisztan ugrd fuggveny részt az F(x)
eloszlasfiiggvényrdl, igy kaptuk az Fy(x) fiiggvényt, a maradék Fy(z) = F(z) —
F5(x) fiiggvény pedig mindeniitt folytonos. Az Fj(z) fiiggvény minden pontban
folytonos, és 0 és 2 pont kivételével mindeniitt derivélhato Ezért a suruségfiiggvény
létezésérol Szolo tétel segitségével felirhatjuk, hogy F( f f(u) du, valamint

[9(w)dFi(u) = [T g(u)f(u) du minden —co < & < oo szémra, ahol f(z) = 1,
ha 0 < z < 2 és f(x) =0, ha x < 0 vagy = > 2. Masrészt a diszkrét eloszlasu
valésziniiségi véltoz6 varhato értékének a kiszamoldsarol szolo tétel alapjan Fa(x)
felirhaté az ott megadott médon ay; = 2, as = 3, p1 = py = % paraméterekkel.
Ezért f u) dFy(u) = ig(Z) + %9(3). Ezutdn a Lemma segitségével kapjuk a
feladat Vegso alhtasat.

Masodik megoldds: Jeldlje n a ledobott pont helyét, ami egy a [0,4] intervallum-
ban egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozé. Ennek a valdsziniiségi valtozonak a
stirliségfiiggvénye a kovetkezd f(x) fiiggvény: f(z) = i, ha 0 <z <4, f(x) =0
ha x < 0 vagy x > 4 fliggvény Tovabba definidljuk a kovetkez6 y = h(z) figgvényt
a [0, 4] intervallumon: h(z) =z, ha 0 <x <2, h(x) =2, ha 2 <z <3, h(z) =3,
ha 3 < = < 4. Ekkor & = h(n), ezért g(&) = g(h(n)), és Eg(§) = Eg(h(n)) =

f04 [o(h(z))gde =3 fo ) dx + 49(2) +39(3).

A fenti feladat els6 megoldasi mddszere azt jelzi, hogy az eloszlasfiiggvény fel-
bontasdanak segitségével egy tisztan ugrd és folytonos részre a kivant varhaté értéket ki
lehet szamolni a fenti két tétel és lemma segitségével. Felmeriilhet a kérdés, hogy van-e
olyan eloszlasfiiggvény, amelynek esetében a fenti ismeretek nem elegendéek a varhato
érték kiszamolasahoz. A valasz az, hogy lehet rosszindulatu és mesterkélt médon ilyen
példakat konstrualni, de a gyakorlatban el6fordulé 6sszes feladat megoldasdhoz elegend6
a fenti eredmények hasznélata (és a megfeleld integrélok és Osszegek kiszdmitdsa).



