Tovabbi kiegészité ismeretek.
El6szor felidézek egy eredményt arrdl, hogy hogyan lehet kiszamolni tobb diszkrét
eloszlasu valdszintiségi valtozd fliggvényének a varhatéd értékét. Ez hasznos lehet ko-
variancia (és korrelacié) kiszamoldsanél.

Tétel két valdszintiiségi valtozo fiiggvényének a varhatd értékérol és annak

kiszamolasarol. Legyen adva két & és n diszkrét eloszlasu valdszintségi valtozo, ame-

lyeknek ismerjik az egyittes eloszlasfiigguényét. Nevezetesen vegyenek fel a & és n

valdszinidségi valtozok valamely x1, ..., Ty, illetve yy,...,y, €értékeket, és legyen P(§ =
m n

zi,M=yr) =Pjk, 1 <j<m, 1 <k<mn, Y > pjr=1 Legyen adva valamely két
j=1k=1

vdltozos f(x,y) figgvény, és tekintsik az f(&,n) valdsziniségi vdltozé varhatd értékét.

Az

n

Ef(&m) =) > fxjy) P& =z5,n=y)
J=1 k=1

azonossag érvényes. Specidlisan, ha a & és n valdsziniségi valtozok dltal felvett x+, ... ,
T €S Y1,--.,Yn €rtékek valos szamok, akkor
m n
Eén=> ) zjynP(¢ = zj,n = yi).
j=1k=1

(Hasonlé képlet érvényes tobb valdszintiségi valtozé fiiggvényének a vérhato érté-
kérdl is, de ezt nem fogalmazom meg, mert nem lesz ré sziikségiink.)

Fontos megtanulni, hogyan lehet kiszamitani altaldnos valészintiségi valtozok varhaté
értékét és szorasnégyzetét. Ilyen jellegii feladatokat fogunk targyalni. De ennek érdeké-
ben el6szor meg kell érteniink néhany fontos fogalmat illetve néhany fontos eredmény
jelentését. Ezért felelevenitek bizonyos az eléaddson mar targyalt fontos ismeretet. A
varhaté érték targyalasa eltt meg kell ismerniink az eloszlasfiiggvény fogalmat. Meg
kell értentink azt, hogy hogyan tudjuk kiszamolni a varhato értéket az eloszlasfiiggvény
segitségével. Késobb ratériink a stlirliségfiiggvény fogalmanak ismertetésére is, és arra,
hogy hogyan tudjuk kiszamolni a varhato értéket a stirtiségfiiggvény ismeretében.

Valészintiiségi valtozé eloszlasfiiggvényének a definicidja. Legyen adva egy &(w)
(valds értékid) valdsziniségi vdltozo egy (2, A, P) valdszintiségi mezén. Ennek F(x) el-
oszldsfigguényén az F(x) = P ({w: {(w) < x}), —oo < & < o0, fligguényt értjik.

Tétel. Legyen &(w) valdsziniségi vdltozo egy (2, A, P) valdszintségi mezdn, és legyen
F(z) = P{w: £(w) < z}), —o00 < x < 00, e valdszinliségi vdltozd eloszldsfigguénye. Az
F(x) eloszldsfiigguény teljesiti a kévetkezd tulajdonsdgokat.

a) F(x) monoton névekvd fiigguény.

b) F(x) balrél folytonos figguény, azaz . l(i)n}ll OF(I —h) = F(x) minden —o0 < z <
—0, >

00 szdmra.



¢) lim F(z)=1.
d) lim F(z)=0.

Megforditva, ha egy F(x) fiigguény teljesiti az el6bb megfogalmazott a)—d) tulajdon-
sagokat, akkor az eloszlasfigguény. Részletesebben megfogalmazva ez azt jelenti, hogy ha
az F(x) fiigguény teljesiti az a)—d) feltételeket, akkor létezik egy (X2, A, P) valdsziniségi
mezd, és azon olyan &(w) valdsziniiségi vdltozo, amelynek az eloszldsfiggvénye ez az F(x)
fuggvény.

Megjegyzés. Egy £ valésziniiségi valtozé F'(x) = P(§ < x) eloszlasfliggvénye meghaté-
rozza sok egyéb esemény valészintiségét is. Igy példaul P(a < € < b) = P(€ < b)—P(£ <
a) = F(b) — F(a), Pla < £ <b) = gii)%P(a <E<b+e) = gli_I%F(b—i—&f) — F(a) =
F(b+0)—F(a). Be lehet latni, hogy a szdmegyenes minden szép (azaz Borel mérhetd) B
részhalmazéra a £ valészintiségi valtozé F(x) eloszldsfliiggvényemeghatdrozza a P(£ € B)
valészintiséget. FEzt a tényt Ugy is interpretalhatjuk, hogy egy valdszinliségi valtozo
eloszlasfiiggvénye teljes informaciot ad a valdszintiségi valtozo viselkedésérol.

Valészintiségi valtozé varhaté értékének formdalis definiciéja. Legyen &(w) va-
l6szintiségi valtozo eqy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. E valdsziniiségi viltozdé vdrhato
értékét ugy definidljuk, mint a {(w) fligguénynek az

Eéw) = / £(w)dP(w)

Lebesgue integrdljdt a P valdsziniségi mérték szerint, feltéve, hogy [ |&(w)|dP(w) < oo.
Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor nem definialjuk a & wvaldsziniségi vdltozo vdarhato
értékét.

A Lebesgue integral fogalmanak pontos ismerete nem sziikséges a tovabbiak megér-
téséhez és a targyalt feladatok megoldasahoz. Erdemes megjegyezni, hogy ez egy a
valészintiségi mezon értelmezett fliggvénynek azaz valészintiségi valtozonak a valészini-
ségi mezon definidlt valdoszinliségi mérték szerinti integrélja. Ez az integrélfogalom ha-
sonlé a tanult Lebesgue integral fogalmahoz. El6szor egyszerti (véges sok értéket felvevd)
fliggvények integralat definialjuk természetes médon, majd természetes hataratmenet
segitségével ezt az integralt értelmezziik altalanos fiiggvények esetén is. A deficié fo-
galmilag nem nehéz, de a részletes elmélet kidolgozasa mély mértékelméleti eredmények
ismeretét igényli. Erre nem lesz sziikségiink, viszont nagyon fontos tudni, hogy noha
a varhaté érték fogalmét a valdszinliségi mez6 és a rajta definialt valdszintiségi valtozéd
és valdszintiségi mérték segitségével definidltuk, ahhoz, hogy kiszamoljuk elegend6 a
valészintiségi valtozé eloszlasdnak az ismerete. Ezt az aldbbi jelent6sége miatt fontos
tételnek nevezett eredmény segitségével tehetjitk meg.

Fontos Tétel. Legyen &(w) wvaldsziniségi vdltozo egy (U, A, P) valdsziniiségi mezén,
amelynek F(x) az F(z) = P({ < x), —00 < x < 00, eloszldsfiggvénye. Ekkor

Bew) = [ aF(an)

— o0
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ahol a fenti integrdl Lebesque—Stieltjes integrdlt jelél az F' mérték szerint. Ez a formula
akkor érvényes, ha [ _|x|F(dz) < oo. Ellenkez8 esetben az EE vdrhatd értéket nem
definidaltuk.

Sot, igaz a Fontos Tétel kovetkezo altalanositéasa.

A Fontos Tétel altalanositasa. Legyen &(w) wvaldsziniségi vdltozo egy (92, A, P)
valdszindiségi mezdn, amelynek F(z) az F(z) = P(§ < x), —00 < © < 00, eloszlds-
fliggvénye. Legyen g(x) tetszdleges (mérhetd) fligguény a szamegyenesen, és definidljuk
az n(w) = g(§(w)) valdsziniségi vdltozot. Ekkor

Bofe) = Bo(e) = [ " g(@)F(dz),

ahol a fenti integrdl Lebesque—Stieltjes integrdlt jelol az F' mérték szerint. Ez a formula
akkor érvényes, ha [ |g(z)|F(dz) < co. Ellenkez6 esetben az En vdrhatd értéket nem
definidltuk.

Tétel. Ha két &y, & valdsziniiségi vdaltozénak (amelyek ugyanazon a valdsziniiségi mezén
vannak definidlva) létezik varhato értéke, c1 és co két valds szam, akkor a c1&1 + co&o
kifejezésnek is létezik vdrhato értéke, és

E (c1&1 + c2o) = c1 E&y + o B,

Szérasnégyzet definiciéja. Legyen & olyan valdsziniségi vdltozd, amelyre EE? < co.
Ekkor e valosziniiségi vdltozo szordsnégyzete

Varé = E (¢ — E¢)?

(Ha EE? = oo, akkor vagy nem definidljuk a & valdszintiségi vdltozd szordsnégyzetét,
vagy azt mondjuk, hogy Var {(w) = o0.)
Lemma.

Var & = E€2 — (E€)?.

Stirtiségfiiggvény definicidja. Egy F(x) eloszldsfiggvénynek az f(u), —oo < u < 00,
fugguény striségfiggvénye, ha minden —oo < x < oo szamra teljesil az

Plz) = /; F(u) du

az0nossdg.

Megjegyzés: Tobbszor fogunk beszélni egy valdszintiségi valtozo stirliségfiiggvényérol is.
Ez azt jelenti, hogy e valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényének a slriiségfiiggvényét
tekintjiik. Sok érdekes és fontos eloszlasfiiggvénynek 1étezik siirtiségfiiggvénye, de nem
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mindegyiknek. Példaul egy diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozonak nincs stirtiség-
fiiggvénye.

Tétel. Ha egy F(x) eloszldsfigguénynek létezik f(u) siiriségfiggvénye, akkor ez teljesiti
minden g(-) figgvényre a kovetkezd azonossdgot:

/ Z o) F(du) = [ Z 9() f (u) dus.

Newton—Leibniz formula. Legyen F(x) folytonos figgvény egy [a,b] véges inter-
vallumon, amely véges sok pont kivételével folytonosan derivdlhatd. Legyen f(u) =
dF
d(m) minden pontban, ahol az F(-) differencidlhaté. FEkkor F(z) — F(a) =
€L T=U
f; fu)du minden a < x < b szdmra. Tovdbbd, ha a fenti feltétel teljestil min-
den véges [a,b] intervallumban, és létezik a F(—oo) = lim F(x) hatdrérték, akkor

F(z) — F(—o00) = [*__ f(u) du minden —oco < x < 0o szdmra.
Megforditva, ha f(u), (pontosabban annak abszolut értéke) integrdalhato figgvény

x dF
egy [a,b] intervallumban, és F(x) = [~ f(u)du, a < x < b, akkor f(u) = d(a:)
L T=U
(majdnem) minden a < uw < b pontban. Ha az f(u) figguény integrdlhatd az egész

szdmegyenesen, akkor a fenti dllitdas igaz a = —oo wvdlasztdssal is.

Megjegyzés: A Newton—Leibniz formula jelentGsége szamunkra az, hogy eszerint az
eredmény szerint a stirtiségfiiggvény (feltéve, hogy az létezik) egyenlé az eloszlasfiiggvény
derivaltjaval. Megforditva, a strlségfiiggvény ismeretében meg tudjuk hatarozni az el-
oszlasfliggvényt. Annak értéke az x pontban megegyezik a stirtiségfiiggvény integraljaval
a [—00, x| intervallumban.

Szamunkra a Newton—Leibniz formulanak az alabbi kovetkezménye lesz fontos.

Newton—Leibniz formula kovetkezménye. Legyen & olyan valdsziniségi viltozo,
amelynek nemcsak F(x) eloszlds hanem f(x) siriségfiiggvénye is létezik. Ha ismerjik
az F(x) eloszlds f(x) és siriségfigguény egyikét, akkor a mdsik a kévetkezd képlet
segitségével szamolhato ki.

_ dF(@)
T dx

f(x) ) F(:z:):/_m f(u) du, —00 < x < 00.

Ha a & wvaldszindségi vdltozo eloszlasfigguénye minden pontban folytonos, és esetleg
véges sok pont kivételével derivdlhato s, akkor a & wvaldsziniségi vdltozonak létezik
stiriségfigguénye is.

Tétel. Egy f(-) (mérhetd) figguény akkor és csak akkor siriségfiggvénye egy alkal-
mas eloszldsfiggvénynek, ha f(u) > 0 majdnem minden —oo < u < oo szdmra, €és

[ fu)du = 1.



Tétel. Jelslje F(-) illetve f(-) egy & valdszindségi vdltozo eloszlds illetve siriiségfigg-
vényét. Legyen g(-) mérhetd fiigguvény a szamegyenesen. Ekkor

Eg:/:uF(du) :/OO wf () du

— 00

B9 = [ gF(an = [ g du

— 00 — o0

Néhany fontos folytonos eloszlas.
a.) Normdlis eloszldsfiigguény.

Bevezetjiik a standard normalis eloszlasfiiggvény definicidjat. Késobbi eredmények-
bol fog kideriilni, hogy ez az eloszlas miért jatszik fontos szerepet a valdszintiségszami-
tasban.

A standard normadlis eloszlas definiciéja. A ®(x) standard normdlis eloszlds az az

1 —u?/2

eloszlas, amelynek siriiségfigguvénye a p(u) = Woris , —o0 < u < o0, fligguény.

E definicié helyességének igazoldsdhoz meg kell mutatni, hogy a fent definialt (-)
fiiggvény valoban stliriiségfiiggvény. Ennek érdekében be kell bizonyitani a kovetkezd
eredményt.

Tétel. o 1
2 g =1
e u=1.
/_oo V2T

Normalis eloszlasfiiggvény definicidja: Legyen & standard normdlis eloszldsi valo-
szintségi vdltozo. Ekkor az n = o& + m wvaldszindiségi vdltozo, (illetve egy vele azonos
eloszldsi valdszindiségi vdltozd) normdlis eloszldsi valdszintiségi vdltozé m és o? para-
méterrel. (Késébb meg fogjuk tdrgyalni, hogy m az n valdszinidségi vdltozoé varhato értéke
és 0% a szérdsnégyzete.)

Egyenletes eloszlasfiiggvény definicidja. FEgy & valdsziniiségi vdltozo egyenletes
eloszldsi egy [a, b] intervallumban, —co < a < b < 0o, ha stiriségfigguénye f(u) = ——

b—a’
haa<u<b, és f(u) =0 egyébként.

Exponencialis eloszlasfiiggvény definicidja. FEgy & waldsziniségi vdltozo expo-
nencidlis eloszldsi A paraméterrel, X > 0, ha eloszldsfiggvénye, F(x) = P(§ < x) =
1—e ™ hax >0, és F(x) = P(¢ <x) =0, hax < 0. Ezzel ekvivalens jellemzés:
Egy valdszintiségi vdltozo exponencidlis eloszldsi A > 0 paraméterrel, ha létezik f(u)
stirtiségfiigguénye, és az f(u) = Xe ™™, hau >0, f(u) =0, ha u < 0 alaki.

Tobbdimenziods eloszlasfiiggvény definicidja. Legyen adva k valds értékii &1, ..., &
valoszintiségi valtozo egy (2, A, P) valdszintiségi mezdn. Ezek (egyiittes) eloszlasfiiggué-
nye az

F(:cl,...,a:k) :P(El <£L‘1,...,fk <.’L’k),
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k wvdltozds fiiggvény, ahol —oco < x; < 0o minden 1 < j <k indexre.

Hasonléan az egyvaltozés eloszlasfiiggvényekhez hasonléan lehet jellemezni a tobb-
dimenziods eloszlasfiiggvényeket is. Errol szdl a kovetkezd tétel.

Tétel. Egy F(ui,...,ux) fligguény akkor és csak akkor eloszldsfiggvénye alkalmas
&1y ..., &k valdszindiségi valtozoknak valamely (2, A, P) valdsziniiségi mezén, ha ez az
F fiiggvény teljesiti a kovetkezd (i)—(iv) tulajdonsdgokat.

(i) F(uq,...,ur) minden valtozéjanak balrdl folytonos fiiggvénye.
(i) ujl_ll)noo F(uq,...,ux) = 1.
minden j=1,...,k szdmra
(111) lim F(uy,...,ux) = 0. (Ez dgy értendd, hogy az Osszes us,
Uj——00

valamely 1<j<k szdmrra

1 <s <k, s#j koordindtdt régzitjik, és u; — —o0.)

Végiil definidljuk egy az R* téren definidlt F fiigguényre és eqy K = [a1,b1) X
- X [ak, by) téglatestre a

ILL(K) = ILLF(K) = Z (_1)X(u17m7uk)F(u17 ) uk)
uj= a; vagy b;
j=1,...,k
mennyiséget, ahol x(u1,...,ux) jeloli az a;-k szdmdt az uy, ..., uy sorozatban.

Ekkor
(iv) prp(K) >0 minden K téglatestre.

Hasonlbéan az egydimenziés eloszlas sturliségfiiggvényéhez definidlhatjuk a tobb-
dimenzids eloszlas striségfliiggvényét is. Az egyvéltozds esethez hasonléan ennek is
megadhatjuk a jellemzését. Errdl szol az aldbbi definici6 és tétel.

Tobb-dimenzios eloszlasfiiggvény siliriiségfiiggvényének definicidja. Azt mond-
Juk, hogy eqy F(x1,...,x) tébbvdltozos eloszlasfigguénynek létezik f(uq,...,uy) sdri-
ségfiigguénye, ha teljesiil az

X1 T
F(xl,...,xk):/ / flug, ... ug)duy ... dug

azonossdag minden —oo < x; < 00, 1 < j <k szdmra.

Tétel. Egy k-vdltozds f(u,...,ur) figguény akkor és csak akkor siriiségfiggvénye
eqy alkalmas k-dimenzids eloszldsfiiggvénynek, ha f(uq,...,ux) > 0 majdnem minden
(u1,...,u) pontban, és

/ / f(ul,,uk)dulduk:1

A tobbdimenzids eloszlasfiiggvény fogalmanak a segitségével definidlhatjuk valdszintiisé-
gi valtozok fliggetlenségét az altalanos esetben is. Kimondok egy a fiiggetlen valészinii-
ségi valtozdok fontos tulajdonsagat kimondd tételt. Hangsulyozom, hogy korabban csak
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diszkrét eloszlasu valészinliségi valtozok fliggetlenségérol beszéltiink. Hasznos megérteni
a két fogalom kapcsolatat is. Ebben is segit az alabb ismertetett tétel.

Valészintliségi valtozdk fiiggetlenségének a definicidja. Legyenek &1, ..., &, va-
[6szindiségi vdltozok egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdn. Azt mondjuk, hogy ezek a vald-
szintségi valtozok fiiggetlenek, ha minden x1,...,x, valos szamra

P(él<x17~~'7§n<xn):P(§1<x1)"'P(€n<xn)'

Tétel. Legyenek &1, ..., & fuggetlen valosziniségi vdltozok, By, ..., Br a szamegyenes
Borel mérhetd részhalmazai. Ekkor

P(& € By,..., & € By) = P(& € By) -+ P(& € By).

Ugyancsak fontos a kovetkezd eredmény, amely fiiggetlen valdszintiségi valtozok
szorzatanak a varhaté értékérdl szol. Korabban ennek az eredménynek csak a fiiggetlen,
diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozok szorzatardl szold specidlis esetét targyaltuk.

Tétel. Legyenek &1, ..., & figgetlen valosziniségi valtozok, amelyek mindegyikének lé-
tezik varhato értéke, azaz E|§;| < oco. Ekkor a & ---& szorzatnak is létezik vdrhato
értéke, és

E& - & = B - -+ Bk

Tovéabbi hasznos eredmények:

Tétel. Ha &y, ..., & figgetlen valoszintségi vdltozok, hy(x), ..., hi(x) tetszéleges (mér-
hetd) figgvények, akkor n1 = h1(&1), ..., nk = hi(&k) szintén figgetlen valdszindiségi
vdltozok.

Tétel. Ha&q,..., & figgetlen valosziniségi valtozok, c1, . .., ¢k tetszdleges valos szamok,
akkor

Var (¢1&1 + -+ - + i) = C%V&I‘fl 4+ 4 ciVarfk.

Tétel. Legyenek &;, 1 < j < k, valdsziniségi vdltozok ugyanazon a valdsziniségi mezon,
amelyekre teljestil Esz < oo feltétel. Ekkor

k
ij ZVarfj—i— Z Cov (&5,&) ZVargj—i—QZ Z Cov (&5, &).
j=1 1<g;,éll<k j=11=j+1

J

Specidlisan, ha a &; valdsziniségi vdltozok figgetlenek, akkor

k k
ij = ZVarfj.
j=1 j=1



Az aldbbi eredmény szintén fontos a valészintiségszamitasban, de id6hidny miatt

valoszintlileg nem tudjuk targyalni, és lehet, hogy ugyancsak idohiany miatt az eldadason
sem keriil sor ennek targyaldsara. A biztonsag kedvéért mégis kozlom.

Tétel fiiggetlen valdsziniiségi valtozdok Osszegének a sturiliségfiiggvényérol.
Legyen & és m két figgetlen valdszintiségi vdltozo f(-) és g(-) striségfiggvénnyel. Ekkor
a &+ n osszegnek is létezik striségfiggvénye, és az az

f*g(m):/oo flwg(x —u)du, —oo <z < 00,

fligguény.



