A gyakorlaton targyalt feladatok elméleti hatterérol.

A gyakorlaton targyalt feladatok vizsgdlatdban nagyon fontos a fiiggetlenség fogal-
manak, (mind az események mind a valdsziniiségi valtozdk fiiggetlenségének) az is-
merete, illetve az e fogalmakhoz kapcsolédd eredmények hasznalata. Ugyancsak fontos
a varhato érték és szérasnégyzet fogalmanak az ismerete, illetve az, hogy az e mennyisé-
gek kiszamitasahoz sziitkséges eredményeket tudjuk jol haszndlni. Valdszintliségi valtozok
fliggetlenéségét valamint ezek varhatd értékét és szérasnégyzetét egyszeriibb elOszor
diszkrét eloszlasu valdsziniiségi valtozok esetén targyalni és csak azutan térni ré az
altalanos esetre. (Ezt a targyaldsi médot koveti Fazekas Istvan jegyzete is.) Egy masik,
rovidebb targyaldsi méd, rogton az altalanos eset ismertetése. Ezzel sok ismétlést el
lehet keriilni. Ezt a hozzadllast koveti az eléadas is. Ugyanakkor fontos megérteni
e targyalasi méd esetén is at, hogy mit mondanak ki az altalanos eredmények ab-
ban a specialis esetben, ha diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozokat tekintiink. Az
alabbiakban ismertetem a legfontosabb tudnivaldkat.

Két esemény fiiggetlenségének a definicidja. Azt mondjuk, hogy eqy A és B
esemény figgetlen, ha P(AN B) = P(A)P(B).

Ez a definicié azonban 6nmagaban nem kielégité szamunkra. Beszélni akarunk tobb
esemény fiiggetlenségérol is. Ezért a kovetkezd definicidt is bevezetjiik.

TG6bb esemény fiiggetlenségének definicidja: Az Ay, ..., A, események akkor (tel-
jesen) figgetlenek, ha az {1,...,n} indexhalmaz minden {j1,...,5k} C {1,...,n} rész-
halmazara

P(Ah ﬂ"'mAjk) :P(Ah)"'P(Ajk)'

Események végtelen Ay, Ao, ... sorozata akkor és csak akkor fiiggetlen, ha tetszéleges
pozitiv n egész szamra az Ay, ..., A, események figgetlenek.
Specidlisan n = 3 esetben ez a definicié a kovetkezot jelenti: Az A, B és C

események akkor fliggetlenek, ha a kovetkezo azonossagok mindegyike teljesiil:

Bizonyos alkalmazéasokban fontos a kovetkezé eredmény.

Lemma. Ha Ay, ..., A, figgetlen események, és bevezetjiik az A]l =Ajés Aj_l = Q\A4;
jeloléseket, akkor tetszéleges ¢; = £1, 1 < j < n, sorozatra az AT',..., AS» események
fuggetlenek.

Vezessiik be el6szor diszkrét eloszlast valdszintiségi valtozdk fogalmat, majd azok
eloszlasat, fliggetlenségét.



Elészor felidézek néhany fontos eredményt (diszkrét eloszlasi) valdszintiségi valtozdok
illetve ilyen valdszinliségi valtozok Osszegének a varhatd értékérol és szorasnégyzetérol.

Valészintiségi valtozé fogalma: Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniiségi mezd. Egy
ezen a téren értelmezett valds értékii (mérhetd) &(w) fiiggvényt valdszinidségi valtozonak
fogunk nevezni. Azaz & az Q — R leképezés. Az a megkités, hogy a fiigguény legyen
mérhetd azt jelenti, hogy minden x valds szdmra az {w: {(w) < x} € A feltétel teljesiil.

Id6nként hasznos nemcsak valds értékii valdszintiségi valtozorol beszélni, hanem
kissé altalanosabban olyan valdszintliségi valtozdkat definidlni, amelyek értékeiket egy
altalanos téren veszik fel. (Példdul bizonyos esetekben érdemes olyan valdszintiségi val-
tozokat tekinteni, amelyek értéke komplex szam, vagy nem egyetlen szam, hanem egy
szam-n-es. Az ilyen valdsziniiségi valtozdkat vektor értékiinek szoktdk hivni.) An-
nak érdekében, hogy ezt megtehessiik tekintsiink valamilyen X halmazt, és e halmaz
kitiintetett részhalmazainak X osztéalyat, amelyek o-algebrat alkotnak. Egy az (12, A, P)
valésziniiségi mezon definidlt X térbeli értékeket felvevé (mérhetd) fiiggvényt X-tér
értékil valoszinliségi valtozénak neveziink. Az, hogy ez a fliggvény mérhet6 azt jelenti,
hogy minden Y € X halmazra az {w: {(w) € Y} € A feltétel teljesiil.

Diszkrét eloszlasu valésziniiségi valtozok és azok eloszlasa. Egy & valosziniségi
vdltozot eqy (2, A, P) valdsziniiségi mezdn diszkrétnek vagy diszkrét eloszldsinak hivunk,
ha megadhato egy véges vagy megszamldlhatoan végtelen szamossdgu x1,x2, - -+, halmaz
ugy, hogy az {w,&{(w) = x,}, n = 1,2,..., halmazok teljes eseményrendszert alkotnak.
Eqy diszkrét eloszldsu valdsziniségi vdltozo eloszldsat meghatdrozzdk azok az x1, s, ...,
értékek amelyeket az felvesz és a p, = P(§ = x,) valdsziniiségek. (Jegyezzik meg, hogy

;P(fzxn) =1.)

Legyenek &1, . .., & diszkrét eloszldsi valoszindségi vdltozok ugyanazon az (2, A, P)
valosziniségi mezon, amelyek valamilyen xq1,xo, ... értékeket vesznek fel. Ezek egyiittes
eloszldsdt meghatdrozzdk a P(§1 = xj,, 6 = xj,, ..., ¢ =), js = 1,2,..., 1 < s <k,
valosziniségek.

Diszkrét eloszlasu valdszintliségi valtozok fiiggetlensége. Legyenek &1,...,&
diszkrét eloszlast valdszinidségi valtozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniiségi mezdn,
amelyek valamilyen x1,xo,... értékeket vesznek fel. Azt mondjuk, hogy ezek az &1, &3,

., & waldsziniiségi vdltozok fiuggetlenek, ha
P(£1 = xj17€2 = xjw"'vfk = xjk:) = P(£1 = le)P(€2 = ij) ) P(gk = xjk)
minden js = 1,2,..., 1 < s < k, indexre.
Igazak a kovetkez6 eredmények.

Lemma: Legyenek adva &4, ...,E& figgetlen, diszkrét eloszlasu valosziniségi vdltozok
eqy (2, A, P) valdszintiségi mezdn, amelyek valamilyen x1, o, ... értékeket vesznek fel.
Legyenek Ay C {x1,22,...}, A2 C {z1,29,... },..., A C {x1,22,...} tetszdleges hal-
mazok. Ekkor

P& € A& € s, & €A) =P (&€ A)P (&€ Az) - P (& € Ak).
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Specidlisan, ekkor tetszéleges {j1,...,js} C {1,...,k} indezhalmazra a &;,,...,&;, va-
loszintiségi valtozok fiiggetlenek.

Tétel: Legyenek adva &1, . ..,& fliggetlen, diszkrét eloszlasu valdszinidségi valtozok eqy
(Q, A, P) valdszintiségi mezdn, és legyenek h(xy), ..., h(xy) tetszdleges fiigguények, ame-
lyek a &1, ..., & wvaldsziniiségi valtozok értékkészletén vannak definidlva, ezért lehet
azm = g1(&1), ---, Mk = gr(&k) valdszindiségi vdltozokrol beszélni. Ekkor ny,...,n
fiiggetlen valoszinidségi valtozok.

Halmaz indikatorfiiggvényének a definiciéja. Legyen adva eqy A € A esemény
eqy (2, A, P) wvaldsziniiségi mezén. Az A halmaz indikdtorfigguényén azt a x a(w)
valdszindségi vdltozot értjik, amelyre x a(w) =1, haw € A, és xa(w) =0, haw ¢ A.

Ezzel a jeloléssel a kovetkezd kapcsolatot létesithetjiik események és (diszkrét el-
oszlasi) valdszintiségi véltozok fiiggetlensége kozott.

Lemma. Legyenek Ay, ..., Ay események egy (0, A, P) valdsziniségi mezén. Az
Aq,..., Ay események akkor és csak akkor figgetlenek, ha azok x o, (w),..., x4, (w) in-
dikdtorfigguényei fiiggetlenek.

Ratérek a varhato érték és szérasnégyzet targyalasara.

Diszkrét eloszlastu valdszintiiségi valtozo varhaté értéke. Legyen & diszkrét el-

0szlasu valdszindségi valtozd, amely x1, o, ... értékeket vesz fel pr = P(§ = xy) valo-
oo

szintdséggel, k = 1,2,..., > P(§ = xx) = 1. A £ valdszinidségi vdltozo varhato értéke
k=1

az

B¢ =) xP(¢ = )
k=1

osszeq, feltéve hogy ez az Osszeg abszolut konvergens. Ha ez az dsszeqg mem abszolut
konvergens, akkor nem definidljuk az EE vdrhato értéket.

Tétel. Legyenek &1, & (diszkrét eloszldsi) valdszinidségi valtozdk, amelyeknek létezik
vdrhato értékik. FEkkor a &1 + & 0sszegnek is létezik vdrhato értéke, és

E(&1 + &2) = E& + Es.

Kovetkezmény. Legyenek adva £1,&,...,&k (diszkrét eloszldsi) valdszindiségi vdlto-
20k, amelyeknek létezik varhato értékik, és legyenek cq,...,cr valds szamok. Ekkor a
c1&1 + cobo + - - - + i€ valosziniiségi valtozonak is létezik vdrhato értéke, és

E(c1& + b+ -+ cpéy) = a1 E& + coEé + - - + ¢, B,

Megjegyzés: A fenti tétel, illetve annak kovetkezménye érvényes dltalanos, nem feltétle-
niil diszkrét eloszlasu valoszinliségi valtozok esetében is.
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Fontos észrevétel: A fenti tételbem, illetve annak kovetkezményében nem tettiik fel,
hogy az Osszegben szereplé valdszintiségi valtozok fiiggetlenek. Ez azt jelenti, hogy
valoszinliségi valtozok Osszegének a varhato értékét ki tudjuk szamitani akkor is, ha
csak az egyes Osszeadanddok varhatd értékét tudjuk kiszamolni. Az, hogy az egyes
osszeadanddk fiiggetlenek-e vagy erosen fliggnek-e egymastél, nem befolyasolja 6sszegiik
varhaté értékének a nagysagat.

Tétel. Legyen & diszkrét eloszlasu valdsziniiségi vdltozo, amely bizonyos x1,xa, ...

értéket vesz fel és g(x) valds figguény. Ekkor

Eg(©) = > glw)) P(¢ = ;).

o0
feltéve, hogy a > g(x;)P(§ = x;) dsszeg abszolut konvergens.
j=1

Tétel. Legyenek &1,&s, ..., &, fiuggetlen, diszkrét eloszlasu valdsziniségi vdltozok, ame-
lyek mindegyikére létezik az EE;, 1 < j < n, vdrhato érték. FEkkor az E&1&---&y
vdarhato érték is létezik, és

E&1&a - &n = EGE s - En.

A szérasnégyzet definiciéja: Legyen & olyan valdszintségi vdltozo, amelyre EE? <
0o. Ekkor a & valdsziniiségi viltozo szordsnégyzetét a

Varé = E (¢ — E¢)?

képlet definidlja. Ha EE? = oo akkor a Var € szérdsnégyzetet nem definidljuk vagy azt
mondjuk, hogy Var & = oo.

Lemma.
Var ¢ = B¢ — (E¢)~

Lemma. Minden a €s b valds szamra

Var (a¢ + b) = a*Var €.

Tétel. Ha &1,¢&s, ..., &, figgetlen valdsziniiségi viltozok, akkor
Var (§ + &+ -+ +&,) = Var&y + Var§ + - - - + Var &,.

Megjegyzés: A fenti tétel fontos feltétele volt, hogy a tekintett Osszeg tagjai fliggetlen
valészintiségi valtozok. Ezt a feltételt lehet gyengiteni, de teljesen elhagyni nem lehet.
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A kovarianciafiiggvény definicidja. Legyen & és n két valosziniiségi valtozo, amelyek
mindegyikének létezik szdérdsnégyzete, azaz EE? < oo és En? < oo. Ekkor a & és
kovariancifigguényét Cov (§,n)-t a

Cov (§,n) = E[(§ — E&)(n— En)]

kifejezés definidlja. Ha a EE? < oo és En? < oo feltételek valamelyike nem teljestiil,
akkor nem definialjuk a Cov (§,n) kovariancifiigguényt.

Lemma.

Cov (§,n) = E¢n — ESEn.

Tétel. Ha &q,...,&, valdsziniiségi vdltozok ugyanazon a valosziniségi mezdn, amelyek
mindegyikének létezik szorasnégyzete, akkor

Slg | =Y Varg;+2 Y (Bgg, - EEEE)
j=1

j=1 1<j<k<n

= ZVargj + 2 Z (COV <£j;£k)

j=1 1<j<k<n

= ZVaré’j + Z (Cov (&5, k).
j=1

1<j,k<n, j#k

Bizonyitds.
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és E¢; — (E¢;)* = Var;, EEi&y — EEES, = Cov (&, k).



