A december 5-i gyakorlat témaja

Tekintsiik a kovetkez6 statisztikai feladatot. Adott egy dobdkocka, és el akarjuk
donteni, hogy az szabalyos-e. Ennek érdekében feldobjuk a kockat n alkalommal, és
megjegyezzik, hiany alkalommal volt a dobds eredménye j, 1 < j < 6. Jeldlje v, (),

n
1 < j < 6, ezeket a (véletlen) szamokat. Ha a v,(j) ~ — relacié teljestil minden

1 < j < 6 szamra akkor a kockat szabdlyosnak tekinthetjiik, ellenkez6 esetben pedig
szabalytalannak. Meg kell pontosabban fogalmazni, mit jelentenek a fenti aszimptotikus
relaciék. Egy jo eljardst akarunk kidolgozni annak mérésére, hogy a v, (j) — 5, 1 < j <
6, szamhatossal jellemzett ingadozas mikor tekinthetd tiulsagosan nagynak és mikor
tekinthetd viszonylag kicsinek. Az eljaras kidolgozasaba beletartozik annak a kérdésnek
a tisztdzdsa is, hogy hogyan érdemes mérni a v,(j) — &, 1 < j < 6, szdmhatossal
jellemzett ingadozas nagysagat.

E feladat egy egyszerlibb véltozataval mar taldlkoztunk, amikor azt a feltevés
prébaltuk ellenorizni sok kisérlet eredményének a segitségével, hogy egy pénzdarab
szabalyos-e. Megallapitottuk, hogy ezt az ellenorzést a centralis hatareloszlastétel segit-
ségével lehet jol végrehajtani. Jelen esetben a centralis hatareloszlastétel egy tobb-di-
menzios altaldnositasa segitségével lehet j6 mddszert kidolgozni. Erdemes a dobékocka
szabalyossdganak ellenorzése helyett e probléma egy természetes altalanositdasat vizs-
galni, és annak kapcsan targyalni a tobb-dimenziés centralis hatareloszlastételt, illetve
annak alkalmazasat.

Az altalanositott probléma a kovetkez6: Legyen adva k urna, és ellenorizni akarjuk
azt a feltételezést, mely szerint ha egy golyot véletleniil bedobunk ezen urnak valame-

k
lyikébe, akkor az p;, p; > 0, valésziniiséggel esik a j-ik urndba, >  p; = 1. Ennek a
=1
feltételezésnek az ellenorzése érdekében dobjunk egymastol fiiggetljenﬁl n golyét ezekbe
az urndkba, és jelolje v, (j) a j-ik urnédba es6 golyok szamét. A v, = (v,(1),...,v,(k))
véletlen vektor viselkedésének megértése érdekében — mely vektor megadja, hogy az
egyes urnakba hany golyo esett — érdemes bevezetni az aldbbi X; = (X;(1),..., X;(k)),
1 < j < n, véletlen vektorokat. Mindegyik X; vektornak k — 1 koordinatdja O-val és 1
(véletleniil valasztott) koordinédtdja 1-gyel egyenlé. Ha a j-ik dobds eredményeként az
l-ik urnaba esett a j-ik golyd, akkor legyen az l-ik koordinata értéke 1, azaz X;(l) =1

(és a tobbi koordinata értéke 0). Ekkor v,, = > X, és ha bevezetjiik az
j=1
Xj = (Xj(l) - EX](l), . ,X](k‘) - EX](]{?)) = (Xj(l) — P1,-.-. ,Xj(k) —pk)

valamint

Un = (n(1) — Evp(1), ..., un(k) — Evy(k)) = (vn(1) — np1, ..., vn(k) — npg)

n —
normalizélt valésziniiségi valtozdkat, akkor felirhatjuk a > X; = 7, azonossdgot is.

j=1
Tekintsiik fliggetlen, egyforma eloszlasu vektor értéki X; = (X;(1),...,X,(k)), 1 <
Jj < n, valdszinliségi valtozdk sorozatat (az Xi,..., X, véletlen vektorok fiiggetlenek
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egymastdl, de az egyes X; vektorok X;(1), ..., X,;(k)) koordinatai fiigghetnek egy-
mastol). A tobb-dimenzids centrélis hatéreloszlastétel azt allitja, hogy a véletlen S,, =
ﬁj_l X; osszegek eloszlasban konvergalnak egy alkalmas eloszldshoz a k-dimenzids
téren, ha n — oo, és megadja explicit médon ezt az eloszlast. Jelen targyaldsban
nem adom meg a hatareloszlas pontos leirasat, mert arra nem lesz sziikségiink, hanem
megelégszem az eredmény azon kovetkezményének a leirdsédval, amelyet a tovabbiakban
hasznalni fogunk. (Az ilyen hatédreloszlastételben megjelené hatareloszlasokat nevezik
tobb-dimenziés normalis eloszlasnak.) Vegyiik észre, hogy a tobb-dimenzids centrélis
hatareloszlastétel leirja \/Lﬁﬂn eloszlasat nagy n szamokra jo kozelitéssel. Ez van az
alabb ismertetend6 y-négyzet (ejtsd: khi-négyzet) préba, illetve az azt megalapozé
hatareloszlastétel hatterében. Ennek megfogalmazasa érdekében vezessiik be el6szor a

x-négyzet eloszlas fogalmat.

A k szabadsagfoki y-négyzet eloszlas definicidja. Legyenek X, ..., Xy fuggetlen
standard normdlis eloszldsi valdszindiségi vdltozdk. Ekkor a Zy = X7 + X3 + -+ + X?
valosziniségi valtozo, illetve minden a Zy valosziniségi viltozoval megegyezd eloszldsi
valosziniségi valtozo eloszldsa a k szabadsdgfoki x-négyzet eloszlds.

Tétel. Legyen adva k urna, és dobjunk be ezek valamelyikébe véletlenul n golyot egy-
mdstol figgetlendl gy, hogy mindegyik golyo p;, p; > 0, valdsziniséggel esik a j-ik

k
urndba, Y p; = 1. Jeldlje v,(j) a j-ik urndba esé golyck szdmdat, 1 < j < k. A
j=1
k (vp(j) — np;)?
4 — 4 (a0) — )
Jj=1 np;
és ez a k — 1 szabadsdgfokiu x-négyzet eloszlds, ahol k az urndk szdma.

valosziniségi valtozoknak létezik hatdreloszldsa n — oo esetén,

A kovetkezo feladat, amelyet a mobiDIAK konyvtar Feladatok a hipotézisvizsgalat
témakorébol jegyzetbél vettem (2.19 Példa) példat mutat a fenti tétel alkalmazasara.

1.) Egy tjonnan kifejlesztett miizli 6tféle magot (A, B, C, D és E) tartalmaz, melyek
szdzalékos megoszldsa a terméken levs tdjékoztatd szerint 35%, 25%, 20%, 10%
illetve 10%. Egy véletleniil kivélasztott zacskéban az aldbbi mennyiségi megoszlast
talaltuk:

A tipusi mag 184, B tipusd mag 145, C tipusu mag 100, D tipusi mag 68,

E tipusd mag 63.

Dontsiink 90%-os szinten arrdl, hogy a minta Osszetétele megfelel-e a csomagoldson
feltlintetetteknek.

Megoldas: Jelen feladatban a Hy null-hipotézis azt jelenti, hogy az Osszetétel
megfelel a csomagolason feltlintetetteknek a H; ellenhipotézis pedig azt, hogy nem
felel meg. Olyan dontési eljarast keresiink, amelynek els6faju hibaja o = 0.1. A
kisérletben egy n = 560 = 184 + 145 + 100 + 68 + 63 elemii mintat vettiink, amely-
nek a null-hipotézis szerint minden eleme 0.35 valdszintiséggel az A osztalyba, 0.25
valdszintiséggel a B osztédlyba, 0.2 valoszintiséggel a C osztalyba, 0.1 valészintiséggel
a D osztdlyba és 0.1 valésziniiséggel az E osztalyba esik. A megfigyelt értékek
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k1 = 184, ko = 145, k3 = 100, ks = 68 és ks = 63. A null-hipotézis teljesiilése
5
esetén a x? = % valészintiségi valtozé eloszldsa a 4 szabadsigfokd -

négyzet eloszlés,_amely a 0.9 értéket a 7.779 pontban veszi fel. Mivel a jelen mért
értékek esetén a statisztika értéke 5.6454, ezért elfogadjuk a null-hipotézist, azaz
azt, hogy a terméken megadott tajékoztato helyes.

Tétel fiiggetlen valdszinliségi valtozok Osszegének a sturiliségfiiggvényérol.
Legyen & és n két figgetlen valdszintiségi vdltozo f(-) és g(-) siriségfigguénnyel. Ekkor
a &+ n osszegnek is létezik striségfiigguénye, €s az az

/ fwg(z —u)du, —oco<z<o0

fiigguény. (A fenti képletben definidlt f x g kifejezést az f és g fiiggvény konvolucidjinak
nevezik az irodalomban.)

2.) Legyenek & és & fiiggetlen exponencialis eloszlast valdsziniiségi véltozok A para-
méterrel, azaz legyen siirliségfiiggvényiik f(z) = Ae™™® ha 2 > 0, és f(x) = 0, ha
x > 0. Szamitsuk ki &; + & strtiségfiiggvényét.
Altaldnosabban, legyenek &1, ...&,, fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valdszinliségi
valtozok \ > 0 paraméterrel. Szamitsuk ki & + - - - + &, strtségfiiggvényét.

Megoldds: Ki kell szdmolnunk az f x f(z) illetve f x--- % f(z) konvolucidkat a fenti
—

m—szer
f(x) strtiségfiiggvénnyel. Mivel f(x) = 0, ha < 0, a konvoluciét meghatérozé
integralban szereplé f(y)f(x — y) integrandus nulla, ha y < 0 vagy x —y < 0.
Innen a konvoluciot definidlé integral csak x > 0 esetén lehet nulla, az x < 0
esetben f(y)f(x —y) > 0 minden y-ra nulla, és x > 0 esetén az f(y)f(z —y) >0
integrandus csak 0 <y < =z esetén nem nulla. Innen a &; + &, valdszintiségi valtozé
stirliségfiiggvénye fo(x) = f x f(z) x < O-ra fo(z) =0, és

fola) = / F) (e — ) dy = /0 e Mae e gy

:/ Ne A dy = A\2ze ™, hax > 0.
0

Hasonléan, ha f,,(z) = f*---x f(z) jeloli & + --- &, slrliségfiiggvényét, akkor
—_—

fm(z) = 0 minden m > 1 szdmra, ha = < 0. Azt allitjuk, hogy fn(x) =

)\mxm—l

(m —1)!

azt, hogy fi—_1* f(z) = fin(x) a fent definidlt f,, fliggvényekkel. Viszont

e ** ha x > 0. Ezen &llitds bizonyitasahoz elég belatni teljes indukciéval

x 2
o1 s f(a / ot () (@ — ) dy = / A WS VRS EI



Mésrészt f,,(x) =0, ha z <0.

Legyen & és n két fiiggetlen valdszinliségi véltoz6, mind a ketté f(x) = %e"’”‘,
—00 < x < 00, stirliségfiiggvénnyel. Lassuk be elészor, hogy f(x) valéban stiriiség-
fiiggvény. Szamitsuk ki a & + 7 valdszintiségi valtozd g(x) siriiségfiiggvényét.
Megoldds: Az f(z) figgvény minden pontban nem negativ. Annak ellenérzéséhez,
hogy f(x) stirliségfiiggvény azt kell megmutatnunk, hogy ffooo f(x)dx = 1. Viszont

ffooo f(x)dr = %LOOO e®dr + 3 fooo e "dr =1 [ex]o_oo + 5[y =1

A £+ n valdszintiségi valtozo g(z) stirliségfliggvényét a g(x) = ffooo f)flx—y)dy
formula segitségével szamithatjuk ki. Szamitsuk ki ezt az integralt. Tekintsiik
el6szor azt az esetet, amikor x > 0. Az integralt szamitsuk ki ugy, hogy nézziik
mind a négy (elvileg) lehetséges esetet, amikor

a) y>0ésx—y >0,
b) y>0ész—y <0,
¢) y<0,z—y=>0,
d) y<0,z—y<0.

Szamitsuk ki mind a négy esetben azt, hogy milyen tartomanyban veszi fel értékét
az y valtozo, és mi az integrandus illetve az integral értéke ebben a tartomanyban.

—x

Az a) esetben 0 < y < x, az integrandus f(y)f(z —y) = ie*ye*(“:*y) = &

e *
T

az integral pedig
T —y x—2

A b) esetben y >z és f(y)f(z —y) = e_yi = £ ’ az integral pedig

T

e ey =
A cg esetben y < 07éls f)flx —y) = %eye_(x_y) = £ Z_Z, az integral pedig
T € dy = S

A d) eset nem lehetséges, mert ekkor egyrészt az y < 0 mésrészt azy >z > 0
feltételeknek kellene teljesiilniiik.

_ (z41)e™ "
- 4

Innen azt kapjuk, hogy g(x) , ha x > 0. Mivel f szimmetrikus fiiggvény,
ezért mint nem nehéz megmutatni, f(z) is az. Tehat g(—z) = g(z), és g(z) =
(|lz|+1)e!"!

7 :

Legyenek ¢ és n fliggetlen valdszintiségi valtozok f(z) és g(x) stiriiségfiiggvénnyel.
Mutassuk meg, hogy & —1 stlirliségfiiggvénye a h(z) = [ _OOOO f(x+y)g(y) dy fiiggvény.
Ertsiik meg e formula szemléletes tartalmat is.

Megoldas Legyen 7 = —n. Ekkor 7 stiriiségfiiggvénye g(—x), £ és i fliggetlenek és
£ —n =&+ 7. Innen £ — n siriségfiggvénye h(z) = ffooo flx —y)g(—y) dy, és
elvégezve az y = —y helyettesitést az integralban megkapjuk a kivant allitast.

Szemléletes (nem preciz) magyardzat: Annak valészintisége, hogy a & — n valdszi-
niiségi valtoz6 az [r,x + dx] intervallumba esik h(z)dz. Ez Ugy kovetkezhet be,
hogy az a £ valészin(iségi véltozé valamely az [z + y,x + y + dx] intervallumbeli
értéket vesz fel, az n pedig az [y, y + dy] intervallumba esik. Ennek valdszintisége
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rogzitett y szamra f(x+y)g(y) dz dy. Ezt a kifejezést az Gsszes lehetséges y értékre
Osszegezni, illetve mivel y kontinum sok értéket vehet fel, integrdlni kell. Ez azt
jelenti, hogy h(z)dz = ([ f(z + y)9(y) dy) dz. Hasonlé médon megmagyardzhaté
a konvoluci6 formula is.)

Azon képlet segitségével, amely lehetové teszi, hogy kiszamoljuk két fiiggetlen
valészintiségi valtozo Osszegének a stiriiségfiiggvényét be lehet 1latni a kovetkezd lemmat.

Lemma. Legyen ny és ny két fiiggetlen normdlis eloszldsi valosziniségi valtozo my
illetve mo wvdrhato értékkel, 0% €s U% szorasnégyzettel. Az m1 + na 0sszeg my + mo

vdrhatd értéki és o3 + 03 szérdsnégyzetii normdlis eloszldsi valdsziniiségi vdltozd.
A lemma igazolasdnak érdekében érdemes megjegyezni, hogy

/ e*(m*A)Q/B dxr = V Brr.

Ezt lathatjuk példaul az y = \/5% helyettesitéssel, és abbdl a ténybol, hogy a
o(y) = \/%e_yz/ 2 fiiggvény slirliségfiiggvény. Ez az észrevétel azért hasznos, mert ez
lehetévé teszi, hogy amennyiben olyan integralt kell kiszamolni, amelyben az integ-
randus exponensében egy kvadratikus alak szerepel, akkor az inegrandusban szereplo
kifejezést teljes négyzetté alakitva ki tudjuk szdmolni az integralt. Ez a gondolata a
lemma igazolasanak is.

A lemma igazoldsa: Az 1y + no valdszintiségi valtozo stirtiségfliggvénye

oo 20109

/OO 1 of 1 N 1 N m N T — Mo
= exps —u” | = + == u| —
oo 2TO102 P 207 2032 o? o2

_ mi (x—mz)Q}du

2 2
207 205

2
1 o _of—kag . myo3 + (x —ma)o?
N 2mo0 P 20202 0?4 o2
o 102 103 1 2

(m103 + (v = ma)od)? _ mik <x—m2>2} "

2_2( 2 2 T 9.2 2
20705(07 + 03) 207 203

oo 1 2
:/ exp{ o1 _;— uz} du
oo 20109 2050

exp { (M0 + (@ —m2)o2)2  m2  (z —ma)? }

20203 (0% + 03) 202 202
1 { (mio3 + (x —mo)o2)2  m2  (z—mgy)? }
27(02 + 02) 20703 (0% + 03) 207 203

S

21(0? + 03 2(0% + 03)
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5.) Legyen & egyenletes eloszldsu valdsziniiségi véltoz6 a [—1,1] intervallumon, azaz

legyen stirtiségfiiggvénye f(x) = %, ha —1 <z <1, és f(x) =0, ha x > 1 vagy

xr < —1. Szadmoljuk ki a £* valészintiségi valtozé varhaté értékét és szérdsnégyzetét.

Megoldds: E¢* = f Lsrtdr = 5 [acﬂl_l = 1. Var¢t = E(¢)? — (BEH)?
1

B — (BEY? = [1) gatde — ([ 3ot dn)” = 5 — ()" = 45

Masodik megoldas. Szédmoljuk ki 54 F(x) eloszlas és f(x) stiriségfiiggvényét.
F(x):P(f4<~’E):P(—$1/4<£<x1/4):$1/4, ha0 <z <1,

F(z) =0,hax <0¢és F(z) =1, hax > 1. Innenf() 1273/4 ha0 <z <1,

f(z) = 0 egyébként. Ezért Eg =/ f( )dz = |, i 1/4 d:z: =1.2= E§2 =

1
5 5
J2*f(z)dz = fo etde = -5 =g, Var§ = B€ — =5~ (%) = 335



