A december 12-i gyakorlat témaja
A hipotézisvizsgalat fontos problémaéja a kovetkezd két kérdés vizsgdlata.

a) Egy véletlen mennyiség varhaté értékének nagysagardl van bizonyos feltevésiink.
Ellenérizni akarjuk e feltevés helyességét. Ennek érdekében méréseket végziink, és
ezek alapjan kivanunk donteni. FEz formalisan azt jelenti, hogy ellenorizni akar-
juk, Xq,..., X, fliggetlen egyforma eloszlasu valdszintliségi valtozdk egy sorozata
(amit mintdnak is neveziink), p varhaté értékli valdsziniiségi valtozdkbdl &ll-e.
Feltételezziik, hogy ezek a valdsziniiségi véltozék normélis eloszlasuak. (E felté-
telezés mogott a miiszaki életben hibatérvénynek nevezett jelenség van.)

b) Két kiilonbozé véletlen mennyiség van, és ezek pq és uo varhatéd értékét akarjuk
osszehasonlitani. Van amikor arra vagyunk kivancsiak, hogy egyenléek-e ezek a
varhaté értékek, van amikor arra, hogy igaz-e, hogy p1 > po. A kérdés eldontése
érdekében fiiggetlen méréseket végziink. Bizonyos X1, ..., X, p1 varhatéd érték,
és Y1,...,Y,, po varhatd értékii fliggetlen méréseket végziink, és ezek alapjan
kivanunk dontést hozni. Most is feltessziik, hogy a mért értékek normalis elosz-
lasuak.

Mind a két feladat vizsgalatdban megkiilonboztetiink két kiillonozo esetet. Az els6
(egyszertibb) eset az, amikor ismerjiik a megfigyelt véletlen mérések ingadozasét mér
szorasnégyzetet, a masodik (bonyolultabb) eset az, amikor ezt nem ismerjiik. Az els6
esetben a centralis hatareloszlastétel segitségével tudjuk megadni az eljarast. Akkor,
amikor ismerjiik a megfigyelt valdsziniiségi valtozé szérasnégyzetét, az a) kérdésre adott
eljarast egymintas U-probanak, a b) kérdésre adott eljarast kétmintas U-prébanak
nevezzik. (Van, ahol ezeket az eljarasokat Z-prébdnak hivjik.)

Egymintas U-préba. Legyen adva figgetlen normadlis eloszldsi p vdrhato értéki és
(ismert) o? szdrdsnégyzetil valdsziniiségi vdltozok X1, ..., X, sorozata. Készitsik el e
valosziniségi valtozok X, = % atlagdt és a

o
probafigguényt. Az U(Xq,...,X,,) probafiggvény a fenti tulajdonsdgok teljesiilése ese-
tén standard normdlis eloszldsu. FEzen dsszefiiggés alapjan tudunk eldirt € elséfaju

hibdval rendelkezd j0 dontést hozni arrdl, hogy elfogadjuk-e az EX1 = p vagy EX1 > p
feltevést.

Xn

U(Xy,...,Xn) =

Kétmintas U-préba. Legyen adva fiiggetlen normadalis eloszlasiu valdosziniiségi vdltozok
X1,..., X, sorozata 1 vdrhaté értékkel és (ismert) o3 szérdsnégyzettel, illetve fiiggetlen
normdlis eloszldsu valdsziniiségi valtozok Y1, ..., Y, sorozata pe vdrhatd értékkel és (is-
mert) 03 szérdsnégyzettel. Tegyiik fel azt is, hogy az X1,..., X, és Yi,...,Y,, vald-
szintiségi vdltozok sorozata fiiggetlen eqgymdstol. Vezessiik be az X, = %

o €s
Y,, = Btet¥nm dilagokat valamint az
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probafiggvényt. Az U(Xq,..., X, Y1,...,Y:y) probafigguény a fenti tulajdonsdgok tel-
jestlése esetén standard normdlis eloszlasu. FEzen dsszefiiggés alapjan tudunk eldirt €
elséfaji hibdval rendelkezé jo dontést hozni arrdl, hogy elfogadjuk-e a pi = pe vagy
(1 > o feltevést.

Ha nem ismerjiikk a szérdasnégyzetet, akkor érdemes azt j6l megbecsiilni, és a(z
ismeretlen) szérasnégyzet helyett annak becsiilt értékével szamolni. Ezen alapul az egy
és kétmintas U-statisztika eljarasa. Ennek kidolgozasa érdekében oldjuk meg el6szor a
kovetkezo feladatot.

1.) Legyen adva fiiggetlen F'(z) eloszlasi valészintliségi valtozok &1, ...,&, sorozata.
— n n —
Legyen £ = 1 3~ &, Mutassuk meg, hogy az S2 = 1= > (& — £)? kifejezés a
k=1 j=1
szérdsnégyzet torzitatlan becslése, azaz ES2 = 2. Tovabbd

Var S5), . ( (& — BE&) - Z:?(Val"fl)Q) :

Megoldds: frjuk at az S? kifejezést szdmunkra alkalmasabb alakban.

T B VR C YR T - VC R ey
Sn—n_ljz_‘;(sj ) ——n_l;(@+5 26¢5)

2
n

= Z Zf —71)71 253’

j=1 1<j<k<n
n(n — 1)E§1£2 = nE& + n(n — 1)( . Innen ES? = LnE — LB —
(Et1)? = B€} — (E))? = Varé,.
A Var S,, szérésnégyzetet szamoljuk ki el6szor abban a specidlis esetben, amikor
E¢ = 0. Ekkor

Tovébbd, E z & =nE, E (znj ) = i EE& +2 Y Eé = nEEG +
j=1
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mert a = > & és > ﬁ&fj valdszintiségi valtozok korrelalatlanok. A
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tovabbi korreldlatlansigok miatt Var (% > §j> = 1Var¢f = L(B¢t — (BEE)?), és

7j=1
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Var < > ﬁ&{j) = ﬁ(ES%)% ahonnan

1<i<j<n

1 n—3
Var S, = — (ng - 1(E§$)2> :

Innen kovetkezik a feladat allitdsa abban a specidlis esetben, ha F§; = 0. Az

~ ~ noo.
altaldnos eset visszavezethetd erre a specidlis esetre a §; = & — E¢;, § = % > &
i=1

véaltozék bevezetésével az ——

n
n—1

& -6?=-"1 Z (& — €)? azonossag felhaszna-

1 j=1

J
lasaval.

Abban az esetben, ha nem ismerjiik a megfigyelt véletlen mennyiségek szérasnégyze-
tét, a szorasnégyzet helyett annak becslését, az igynevezett tapasztalati szérasnégyzetet
hasznaljuk. Ismertetem a tapasztalati szérasnégyzet definicidjat, illetve azt a tételt,
amely a vizsgalt kérdések megoldasara javasolt médszerek hatterében van akkor, ha a a
szorasnégyzetet nem ismerjiik. Ezeket a modszereket egymintds és kétmintas t-prébanak
hivjak.

Tapasztalati szorasnégyzet definicidja. Legyen X1,..., X, figgetlen egyforma el-
oszldsu valdsziniségi vdltozok sorozata. Az

n

1 _ I
S;‘;z:n_l Y (X - X)?, aholX:EE:Xk (A)
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Jj=1

képlettel megadott kifejezést e valdsziniiséqgi vdltozok tapasztalati szordsnégyzetének ne-
vezik.

Az el6z6 feladat célja annak megmagyarazasa volt, hogy miért érdemes a tapaszta-
lati szérasnégyzet fent bevezetett alakjat hasznalni. Ez azt mutatja, hogy a tapaszta-
lati szorasnégyzet a valddi szordsnégyzet olyan torzitatlan becslése, amelynek a széras-
négyzete nagy minta esetében kicsi, % nagysagrendii. Filiggetlen standard normalis
valészintiségi valtozdk esetében tovabbi tartalmas eredményeket lehet bizonyitani a
tapasztalati szérasnégyzet viselkedését. Ezt mondja ki a kovetkezd tétel, amely a t-

statisztikdk hatterében van.

Tétel. Legyen X1,...,X, flggetlen standard normadalis eloszldsiu valosziniségi valtozok

sorozata. Ekkor az dltaluk az (A) képletben definidlt S*?* waldsziniiségi vdltozd és az

X, = ﬁ '21 X, waldsziniségi vdltozok eqgymdstol figgetlenek. Tovdbbd az (n — 1)5;;2
J:

valosziniségi vdltozo eloszldsa az n — 1 szabadsagfoku x-négyzet, az X, valosziniségi

vdltozo eloszldsa a standard normdlis eloszlds.

A késobbi eredmények megfogalmazasa érdekében érdemes bevezetni a Student
eloszlas definicigjat.



Student eloszlas definicigja. Legyen X ésY két fiiggetlen valosziniiségi vdltozo, ame-
lyek kozil X standard normdlis eloszlasu, Y pedig n szabadsdgfoki x-négyzet eloszldsii.
Ekkor az % hanyados eloszlasa az n szabadsdgfoku Student eloszlds.

n

Megfogalmazom az egy és kétmintas t-prébak alapjaul szolgdlé eredményeket.

Egymintas t-préba. Legyen adva fiiggetlen normadlis eloszlasu p vdrhato értéki és
(ismeretlen) o2 szérdsnégyzeti valdsziniségi vdltozok X1, . .., X, sorozata. Készitsiik el

e valdsziniiségi viltozok X,, = % datlagdt és a

tnfl(Xla s 7XTL) =

probafiigguényt, ahol az S:? kifejezést az (A) képletben definidltuk. A t,_1(X1,...,X,)
probafiigguény eloszldasa a fenti tulajdonsdgok teljestilése esetén az n — 1 szabadsdgfoku
Student eloszlds. Ezen dsszefiiggés alapjan tudunk eldirt € elsdfaju hibdval rendelkezd jo
dontést hozni arrol, hogy elfogadjuk-e az EX1 = p vagy EXq > p feltevést.

Kétmintas t-proba. Legyen adva fiiggetlen normdlis eloszldasu valdsziniségi vdltozok
X1,..., X, sorozata py vdrhaté értékkel és (ismeretlen) o2 szérdsnégyzettel, illetve
fuggetlen normdlis eloszldsu valosziniségi valtozok Y1,...,Y, sorozata pe vdrhato ér-
tékkel és (ismeretlen) o2 szordsnégyzettel. (Feltettiik, hogy a két sorozat ismeretlen
szorasnégyzete megegyezik.) Tegyiik fel azt is, hogy az Xq,..., X, és Y1,...,Y,, va-
l0szintségi vdltozok sorozata figgetlen egymdstol. Vezessik be az X, = % €s
Y,, = % atlagokat valamint az

tn+m72(X17 s 7Xn7Y17 s

X, - Y, nm(n +m — 2)
Ym) = n-+m
\/(n —1)Sx% + (m —1)8%?

probafiigguényt, ahol az S;‘Lz valdsziniségi vdltozot az (A) képletben definialtuk, és az
S:nQ valdsziniségi vdltozdt szintén hasonléan definidljuk az (A) formula segitségével az-
zal a kulonbséggel, hogy az Y, ...,Yn mintat haszndljuk az X4, ..., X,, minta helyett.
A tpam—o(X1,.... X0, Y1,...,Yy) prébafigguény eloszlisa a fenti tulajdonsdgok tel-
jesulése esetén az ugynevezett n—m—2 szabadsagfokiu Student eloszlds. Ezen d6sszefiiggés
alapjdn tudunk eldirt € elséfaji hibdval rendelkezd jo dontést hozni arrdl, hogy elfogadjuk-

€ az i1 = po vagy py > o feltevést.

A kovetkezd, a MobiDIAK konyvtar ‘Feladatok a hipotézisvizsgalat témakorébol’
szarmazdé 1.2 példa az egy és kétmintas U-probara mutat példat.

2.) Egy kiterjedt népegészségiigyi vizsgalat sordan megallapitottdk, hogy az egészséges
feln6tt populécié esetén a diasztolés (alsé) vérnyomads értékek atlaga 84.8 higanymil-
liméter, szérasa pedig 12.8 higanymilliméter. Az Alsébezgenyei Atlétikai Klub hat
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véletlenszertien kivalasztott versenyzojénél a klub sportorvosa az alabbi diasztolés
értékeket jegyezte fel:

79.2, 64.6, 86.8, 73.7, 74.9, 62.3.

a) A sportorvos ezek alapjan ugy gondolta, hogy az atlétak atlagos diasztolés vérnyo-
méasa alacsonyabb, mint 84.8. Feltételezve, hogy az atlétdk diasztolés vérnyomaésa
normalis eloszlast kovet, szérasa pedig megegyezik a teljes populaciora kapott
értékkel (12.8 higanymilliméter), déntson 95%-os szinten arrdl, hogy igaza van-e
a doktornak.

Az Alsébezgenyei Sakk Klub versenyz6i szintén meglatogattak a fent emlitett dok-
tort, aki az O esetiikben is feljegyezte hat véletlenszertien kivalasztott sportold diasztolés
vérnyomads értékét, amelyek az alabbiak:

84.6, 93.2, 104.6, 106.7, 76.3, 78.2.

b.) Hipotéziseit pontosan megfogalmazva dontsén 95%-os szinten arrél, hogy a sakko-
z6k diasztolés vérnyomdsa magasabb-e, mint az atlétaké! A sakkozok diasztolés
vérnyomasarol szintén feltehetjiik, hogy normalis eloszlast kovet, szérasa pedig
megegyezik a teljes népesség korében mért értékkel.

Megoldds a) rész A feladat igy fogalmazhaté meg:

Hy: p, = 84.8;
Hy: p, < 84.8. egyoldali ellenhipotézis
o = 0.05.

Ekkor n = 6, az atlag x = 73.5833, 0, = 12.8.
A prébastatisztika: U = E_U“I’O — 73:5833-84.8 /6 = —2.1465.

2.8
A kritikus tartomény U < U(0.05) = —1.645. A kapott érték, —2.1465 kisebb
ennél, ezért elvetjik a Hy hipotézist.

Megoldds b) rész A feladat igy fogalmazhaté meg:

Ho: pg = py;
Hi: pg, < py. egyoldali ellenhipotézis
a = 0.05.

Ebben az esetben n = m = 6, £ = 73.5833, ¥ = 90.6, 0, = 0 = 12.8.
Y

A prébastatisztika: U = —Z=L— = T8:5833290.6,/3 — _9 3(26.

<< o

o o

+

A kritikus tartomény U < U(0.05) = —1.645. A kapott érték, —2.3026 kisebb
ennél, ezért elvetjik a Hy hipotézist.

«
3|Hm

3|

Az el6bbi feladatsor 1.5 példdja az egymintds t-statisztikara mutat példat.
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3.)

Egy lizem gyartésordn az egyik szerelési feladatra megadott szintidé 9 perc. Az e
ponton dolgozé alkalmazottak mar tobb kérvényben kérték a szintidd felemelését,
mivel véleményiik szerint az nem elegendd a feladat elvégzésére.

Az iizem vezetOsége egy ellendrt kiildott ki, aki 12 véletlenszertien kivalasztott
alkalommal megmérte a feladat elvégzéséhez sziikséges id6t. Az eredmények az
alabbiak:

94, 88, 9.3, 9.1, 94, 89, 9.3, 9.2, 9.6, 9.3, 9.3, 9.1.

Hipotéziseit és az adatokra vonatkozo feltételeit pontosan megfogalmazva dontson
99%-0s szinten, hogy igazuk van-e a munkdsoknak!

Megoldas: A feladat igy fogalmazhaté meg:

Hy: p=29;
Hy: > 9. egyoldali ellenhipotézis
a = 0.01.

Feltételezziik, hogy a feladat elvégzéséhez sziikséges id6 normaélis eloszlasu. Ekkor
a minta elemszama n = 12, az atlag * = 9.2250, a tapasztalati szérasnégyzet

s*2 = 0.0493, s* = 0.221,
A prébastatisztika: t = Z=£4/12 = 3.5093.

Ha igaz a H( null-hipotézis, akkor a probastatisztika eloszlasa t-statisztika v = 11
szabadsdgfokkal, amelynek értéke t11(0.99) = 2.718. A mért érték ennél nagyobb,
ezért elvetjiikk a null-hipotézist.

Legyen £ és n két fiiggetlen, a [—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlasi valoszi-
niliségi valtozd, azaz legyen £ és n stirliségfiiggvénye f(z) = 1, ha —% <x< %, és

f(x) = 0 egyébként. Szamoljuk ki £ + n slirtiségfliggvényét.

Megoldds: A £+n valdszintliségi valtozo stirliségfuiggvénye a g(z) = [ f(y)f(x—y) dy
fiiggvény, ahol f(x) a [—5, §J mtervallumban egyenletes eloszlas surusegfuggvenye
Ezért f(y)f(z—y) =1, ha—3 <y <31, és—1 <oz—y<lazaz—Li+2<y<itn,
és nulla egyébként. Ez azt Jelentl hogy at —|— 7 Osszeg g( ) striiségfiiggvénye az x
pontban megegyezik a [—3, 2| N[—3 + =, 3 + 2] intervallum hosszéval. Ha |z| > 1,
akkor a fenti metszet iires, ezért ebben az esetben g(z) = 0. Ha 0 < z < 1, akkor ez
a metszet a [—% + x, %] intervallum, és ennek hossza 1 — x, azaz ebben az esetben
g(x) = 1—x. Ha —1 < x < 0, akkor ez a metszet a [—%, % -I-x] intervallum,
amelynek hossza 1 +x =1 — |z|, azaz g(z) = 1+ x = 1 — |z|. Ez azt jelenti, hogy

g(x) =1—|z|, ha |z| <1, és g(z) =0, ha x > 1.
Legyen ¢ standard normalis eloszldsu valdszintliségi védltozo. Szamoljuk ki a &
valoszinliségi valtozo negyedik momentumat. Legyen & egy varhato értéki és ketto

szorasnégyzetlt normalis eloszlasu valdszintiségi véaltozo. Szamoljuk ki & stiriiség-
fiiggvényét és negyedik momentumat.



Megoldds:

> 1 2 > d 1 2
e % /2d _ 3% —z°/2 d
ff o= [ ()

(@) o0 1
[ a3 /2} + 3p2——e /2 gy
=3

—_

oo —00 V2m
1 2
2 e 7 /2 dr = 3.
/ Vor

A= % valészinfiségi valtozé standard normalis eloszldst, és € = v2(€ + 1),

ahol ¢ standard normalis eloszlasi, ha & normalis eloszlast 1 varhato értéki és 2

szorasnégyzeti valészim’iségi valtozé. Ezért, mint azt az el6z6 6ran megtargyaltuk
r—1

€ stirtiségfiiggvénye fgo ( f) = f\/ﬂe —(@=1)%/4 Egért
E£4 = /OO x4ie_(m_1)2/4 dx
oo 2T ’

ahonnan u = x_\;§1 helyettesitéssel

- o° 1 2 > 1 2
E€4 = / (\/5’& + 1)4\/—2i6_u /4 d'U, = 4/ u4 \/2_€_u /4 du
_ e — 00 T
1
2

—|—8\/_/ ”/4du—|—1/ 0 e~ /4
\/ 0o N2T

< 1 2
+4\/_/ “/4du—|—/ e /gy
oo V2T
:12—|—0—|-12—|—0—|—1:25

Valdjdban az~E§4 negyedik momentumot egyszeriibben is kiszdmolhattuk volna.
E& = BE(V26+1)* = AEE* 4+ 8V2EE +12E€2 +4v26+1 = 4-3+0+12-1+1 = 25.



