A marcius 21.-i gyakorlat feladatai

Tekintiink néhany feladatot, amelyek fiiggetlen eseményekkel foglalkoznak.

1.)

Adjunk példéat egy (€2, A, P) valészinliségi mezére azon harom A, A és Az ese-
ményre, amelyekre P(Al N AQ N Ag) = P(Al)P(AQ)P(Ag), de az Al, A2 és A3
események nem fiiggetlenek.

Egy lehetséges konstrukcio: Legyen Q = {1,2,3,4,5}, A az Q halmaz Osszes
részhalmazaibdl 4ll6 o-algebra, P({1}) = =, P({2}) = P({3}) = P({4}) = v,
P({5}) = 1 — x — 3y, alkalmas x és y szamokkal, P(A) = >  P({u}) minden

ucA
A € A halmazra. Definidljuk az A; = {1,2}, Ay = {1,3} és A3 = {1,4} hal-
mazokat. Ekkor Ay N A N Az = {1}, ezért P(A; N Ay N Ag) = x. Madsrészt
P(A;) = P(Ay) = P(As) = x + y. Vélasszuk meg az x és y szdmokat 1gy, hogy
8
3 _

1 1
r = (z +1y)%. Egy lehetéség erre, x +y = 3 és ekkor x = (z + y)° = 57 ¥ = 5
2

tovébbd P({5}) = 7. Ebben a példdban P(A1 N Ay N A3) = P(41) P(A2) P(A3).

Viszont A1 N A2 = {1} = A1 N AQ N Ag, fgy IlyﬂVéIl P(Al N Ag) 7& P(Al)P(AQ)
Tehat a fiiggetlenség nem teljesiil.

Definidlunk egy (€2, .4, P) valdszintiségi mez6t, azon harom A;, Ay, As-mal jelolt
eseményt, amelyek paronként fliggetlenek, azaz P(A1NAs) = P(A1)P(Asg), P(A1N
Ag) = P(Al)P(Ag) és P(A2 N Ag) = P(AQ)P(Ag), de nem teljesiil a P(Al N A2 N
Asz) = P(A1)P(A3)P(As) azonossag, tehdt ezek az események nem filiggetlenek.

Megoldds: Alljon az (9, A, P) valészinfiségi mez8ben Q 4 pontbdl, a jobb szemlél-
hetdség kedvéért legyenek ezek az (1,1), (1,2), (2,1), (2,2) pontok, alljon A az Q
halmaz Osszes részhalmazabdl, és legyen P({(1,1)}) = P({(1,2)}) = P({(2,1)}) =

P{(2,2)}) = i. Tekintsitk az A; = {(1,1), (1,2)} Ay = {(1,1),(2,1)} és A3 =

{(1,1),(2,2)} halmazokat. Ekkor teljesiilnek a P(A; N Az) = P(A1)P(A2), P(A1N
Ag) = P(Al)P(Ag) és P(AQ N Ag) = P(AQ)P(Ag) azonosségok, mert P(Al) =

1
P(AQ) = P(A3) = 5, és mivel AlﬂAQ = AlﬂAQ = AQﬂAg = {(1, 1)}, P(AlﬂAg) =
1
P(Al ﬂAg) = P(AQ ﬂAg) = Z MéSI‘éSZt, P(Al ﬂAQ ﬂAg) 7£ P(Al)P(AQ)P(Ag),

1 1
mert P(Al N AQ N Ag) = P({(l, 1)}) = Z, és P(Al)P(AQ)P(Ag) = g
Tekintsiik a kovetkezd valdszintiségi mezét. Q@ = {1,...,n}, ahol n valamely pozitiv

egész szam, A az () Osszes részhalmazaibdl all6 o-algebra,

az A halmaz szamossaga

P(A) = -

Legyen n = pi' - - - p;* az n szam primtényezds felbontésa, és definidljuk a kévetkezd
A; eseményeket: A; = {m: m oszthaté a p; szdmmal}, 1 < j < k. Legyen B =
{m: m relativ prim az n szdmhoz képest}. Mutassuk meg, hogy

a. Az Aq,..., A események fiiggetlenek.
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k 1 k 1
b. P(B) =[] (1 - —), azaz Osszesen n- || (1 - —) n-nél kisebb és az n-hez
j=1 bj j=1 pj
képest relativ prim van.

Megoldds: A; = {pj,2pj, cee Epj} egy ' szambol 4116 halmaz, ezért P(A;) =
by bj

1

—,1<j<k Az A;; NA;,N---NA,, halmaz az n-nél kisebb p;, - - - p;, szdmmal

j
oszthaté szamokbdl all minden 1 < j; < jo < --- < js < k sorozatra, ezért

SZAMOSSaga L, és P(A;,NAj,N---NA;,) = ———. Ez azt jelenti, hogy
Dji Py, Djy * Py
js < k sorozatra, ezért az Ay, Ay, ... Ax halmazok fliggetlenek.

k
Végil B = Q\(A1U---UAg) = [ (Q\A,). Ezért és az A; események fliggetlensége
j=1

k k 1
miatt P(B) = [[ P(Q\ 4;) = [] (1 - —), ahonnan kovetkezik a B halmaz
j=1 j=1 Dj
szamossagara megadott képlet.

Hazi feladat:

Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk szazszor. Szamoljuk ki a hidrom egymaést
kovet6 fej-dobasbol allé részsorozatok varhatéd értékét és szorasnégyzetét.

Hazi feladat:

Adott két urna, mind a kettében 10 piros és 20 fehér goly6. Kihuzunk 10 alka-
lommal mind a két urnabdl egy-egy golyot, az els6bdl visszatevéssel, a masodikbol
visszatevés nélkil. Szamitsuk ki azon huzasparok szamanak a varhato értékét és
szorasnégyzetét, amelyekben azonos szinti golyét hiztunk.

A [0, 1] intervallumra véletlentil ledobunk egy pontot. Jeldlje £ azt a valdszintiségi
valtozot, amely megmondja, hogy a pont hova esett. Szamitsuk ki a & valdszintiségi
valtozé eloszds és stirfiségfiiggvényét. Szamoljuk ki a £2 valdszintiségi valtozénak
is az eloszlés és stirtiségfliiggvényét.

Megoldas. A & valésziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F(x) =0, ha x <0, F(x) =
z,ha0 <z <1, F(zr) =1, hax > 1. A £ valésziniiségi véltozo stirtiségfiiggvénye
ennek derivaltja, f(z) =1, ha0 <z <1, f(z) =0, haxz < 0 vagy z > 1. A
£2 valdszintiségi valtozé G(z) eloszlasfiiggvénye: G(x) = P(£? < x) = P(—\/x <
¢ < y/z), ahonnan G(z) =0, haz <0, G(z) = yrha0 <z <1, G(z) =1, ha
x> 1. &2 g(o) stirtiségfiiggvénye: g(x) = 0, ha x < 0 vagy = > 1, g(z) = %x_l/z,
ha 0 <z <1.



A gyakorlaton targyalt feladatok elméleti hatterérol. I1.

Fontos megtanulni, hogyan lehet kiszamitani altaldnos valészintiségi valtozok varhaté
értékét és szorasnégyzetét. Ilyen jellegii feladatokat fogunk targyalni. De ennek érdeké-
ben el6szor meg kell értentink néhany fontos fogalmat illetve néhany fontos eredmény
jelentését. Ezért felelevenitek bizonyos az eléadason mar targyalt fontos ismeretet. A
varhato érték targyalasa elott meg kell ismerniink az eloszlasfliggvény fogalmat. Meg
kell értentink azt, hogy hogyan tudjuk kiszamolni a varhaté értéket az eloszlasfiiggvény
segitségével. Késobb ratériink a stirliségfiiggvény fogalmanak ismertetésére is, és arra,
hogy hogyan tudjuk kiszamolni a varhaté értéket a stiriiségfiiggvény ismeretében.

Valé6szintiségi valtozé eloszlasfiiggvényének a definicidja. Legyen adva egy &(w)
(valds értékid) valdszindségi vdltozo egy (S, A, P) valdszintiségi mezén. Ennek F(x) el-
oszldsfiigguényén az F(x) = P ({w: {(w) < z}), —oo < x < 00, figguényt értjik.

Tétel. Legyen &(w) valdsziniségi vdltozo egy (2, A, P) valdszintségi mezdn, és legyen
F(z) = P{w: {(w) < z}), —o0 < x < 00, e valdsziniiségi vdltozd eloszldsfiggvénye. Az
F(x) eloszldsfiigguény teljesiti a kovetkezd tulajdonsdgokat.

a) F(x) monoton névekvd figgvény.

b) F(x) balrél folytonos figguény, azaz . l(i)H,ll OF(x — h) = F(x) minden —co < x <
—0, h>

00 szdmra.
¢) lim F(z)=1.
d) lim F(z)=0.

Megforditva, ha egy F(x) fiigguény teljesiti az el6bb megfogalmazott a)—d) tulajdon-
sdagokat, akkor az eloszldsfiigguény. Részletesebben megfogalmazva ez azt jelenti, hogy ha
az F(x) figguény teljesiti az a)—d) feltételeket, akkor létezik egy (2, A, P) valdsziniségi
mezd, és azon olyan &(w) valdsziniiségi vdltozo, amelynek az eloszldsfiggvénye ez az F(x)
figguény.

Valé6szintiségi valtozé varhaté értékének formdalis definiciéja. Legyen &(w) va-
[6szindiségi valtozé egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. E valdszinidségi vdltozo varhato
értékét dgy definialjuk, mint a (w) fligguénynek az

Eé(w) = / £(w)dP(w)

Lebesgue integraljdt a P valdszinidségi mérték szerint, feltéve, hogy [ |&(w)|dP(w) < oo.
Ha ez a feltétel nem teljesil, akkor mem definidljuk a & valdsziniségi vdltozé vdrhato
értékét.

A Lebesgue integral fogalmanak pontos ismerete nem sziikséges a tovabbiak megér-
téséhez és a targyalt feladatok megoldasahoz. Erdemes megjegyezni, hogy ez egy a
valoszinliségi mezon értelmezett fliggvénynek azaz valdsziniiségi valtozonak a valdszini-
ségi mez6én definiadlt valdsziniliségi mérték szerinti integralja. Ez az integralfogalom ha-
sonlé a tanult Lebesgue integral fogalmahoz. ElGszor egyszerti (véges sok értéket felvevo)
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fiiggvények integralat definialjuk természetes moédon, majd természetes hatardtmenet
segitségével ezt az integréalt értelmezziik dltalanos fliggvények esetén is. A deficié fo-
galmilag nem nehéz, de a részletes elmélet kidolgozasa mély mértékelméleti eredmények
ismeretét igényli. Erre nem lesz sziikségilink, viszont nagyon fontos tudni, hogy noha
a varhaté érték fogalmat a valdszinliségi mezo6 és a rajta definialt valdszintiségi valtozd
és valdszintiségi mérték segitségével definialtuk, ahhoz, hogy kiszamoljuk elegend6 a
valoszinliségi valtozo eloszlasanak az ismerete. Ezt az alabbi jelentOsége miatt fontos
tételnek nevezett eredmény segitségével tehetjiik meg.

Fontos Tétel. Legyen &(w) wvaldszintségi vdltozo egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdn,
amelynek F(x) az F(x) = P(£ < z), —00 < x < 00, eloszldsfiggvénye. Ekkor

Bew) = [ ap(da),
ahol a fenti integrdl Lebesque—Stieltjes integrdlt jelél az F' mérték szerint. Ez a formula
akkor érvényes, ha ffooo |z|F(dx) < oco. Ellenkezd esetben az EE vdrhatd értéket nem

definidltuk.
Sot, igaz a Fontos Tétel kovetkezo altalanositasa.

A Fontos Tétel altalanositasa. Legyen &(w) wvaldsziniségi vdltozo egy (92, A, P)
valészintiségi mezén, amelynek F(x) az F(x) = P(§ < x), —00 < x < o0, eloszlds-
fiigguénye. Legyen g(x) tetszbleges (mérhetd) fligguény a szdmegyenesen, és definidljuk
az n(w) = g(§(w)) valdsziniiségi vdltozdt. Ekkor

Bofe) = Bo(ew) = [ " g(@)F(de),

ahol a fenti integral Lebesque—Stieltjes integrdlt jelol az F' mérték szerint. Ez a formula
akkor érvényes, ha [°_|g(x)|F(dz) < co. Ellenkezé esetben az En vdrhatd értéket nem

definidltuk.

Tétel. Ha két &y, & valdsziniiségi vdaltozénak (amelyek ugyanazon a valdsziniiségi mezén
vannak definidlva) létezik varhato értéke, c1 és co két valds szam, akkor a c1&1 + ca&o
kifejezésnek is létezik vdrhato értéke, és

E (c1&1 + o) = c1 E&y + o B,

Szérasnégyzet definiciéja. Legyen & olyan valdsziniségi viltozo, amelyre EE? < oo.
Ekkor e valosziniiségi vdltozo szordsnégyzete

Var¢ = E (§ — E¢)*

(Ha E&? = oo, akkor vagy nem definidljuk a & valdszintiségi vdltozd szordsnégyzetét,
vagy azt mondjuk, hogy Var {(w) = c0.)



Lemma.

Var¢ = B¢ — (E€)?.

Stirtiségfiiggvény definicidja. Egy F(x) eloszldsfiggvénynek az f(u), —oo < u < 00,
fiigguény striségfiggvénye, ha minden —oo < x < 0o szamra teljesiil az

Flz) = /; f(u) du

az0nossdg.

Megjegyzés: Tobbszor fogunk beszélni egy valdszintiségi valtozé stirtiségfliiggvényérol is.
Ez azt jelenti, hogy e valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényének a siirtiségfiiggvényét
tekintjik. Sok érdekes és fontos eloszlasfiiggvénynek létezik siirtiségfiiggvénye, de nem
mindegyiknek. Példaul egy diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozonak nincs stiriiség-
fiiggvénye.

Tétel. Ha egy F(x) eloszldsfigguénynek létezik f(u) siiriségfiggvénye, akkor ez teljesiti
minden g(-) figgvényre a kivetkezd azonossdgot:

| stwrtan = [~ gt

— o0 — 00

Newton—Leibniz formula. Legyen F(x) folytonos fiigguvény egy [a,b] véges inter-

vallumon, amely véges sok pont kivételével folytonosan derivdlhatd. Legyen f(u) =

dF

# minden pontban, ahol az F(-) differencidlhato. FEkkor F(x) — F(a) =
€L T=Uu

fax f(w)du minden a < x < b szamra. Tovabbd, ha a fenti feltétel teljesil min-

den véges [a,b] intervallumban, és létezik a F(—oo0) = lim F(x) hatdrérték, akkor

F(z) — F(—00) = [*__ f(u)du minden —co < x < 0o szdmra.
Megforditva, ha f(u), (pontosabban annak abszolut értéke) integrdlhato figgvény

z F
egy la,b] intervallumban, és F(z) = [ f(u)du, a < x < b, akkor f(u) = dd(:):)
€ rT=Uu
(majdnem) minden a < uw < b pontban. Ha az f(u) fligguény integralhaté az egész

szdmegyenesen, akkor a fenti dllitas igaz a = —oo wvdlasztassal is.

Megjegyzés: A Newton—Leibniz formula jelentOsége szamunkra az, hogy eszerint az
eredmény szerint a stirtiségfiiggvény (feltéve, hogy az létezik) egyenlé az eloszlasfiiggvény
derivéltjaval. Megforditva, a stirliségfiiggvény ismeretében meg tudjuk hatarozni az el-
oszlasfiiggvényt. Annak értéke az x pontban megegyezik a stirtiségfiiggvény integraljaval
a [—00, x| intervallumban.

Tétel. Egy f(-) (mérhetd) figgvény akkor és csak akkor siriségfiggvénye egqy alkal-
mas eloszldsfiggvénynek, ha f(u) > 0 majdnem minden —oo < u < oo szdmra, €és

[ fu)du = 1.



Tétel. Jelslje F(-) illetve f(-) egy & valdszindségi vdltozo eloszlds illetve siriiségfigg-
vényét. Legyen g(-) mérhetd fiigguvény a szamegyenesen. Ekkor

Eg:/_ZuF(du) :/_o;uf(u)du

B9(9) - | " g F(du) = / " g(u)f(u) du.

— 00 — o0



