A marcius 14.-i gyakorlat feladatai

1. Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk 100-szor egymas utan. Szamoljuk ki a fej-
dobéasok szamanak a varhaté értékét és szérasnégyzetét. Szamitsuk ki ezt egyrészt
direkt médon felirva és kiszamolva a varhato értéket és szérasnégyzetet kifejezo
Osszeget masrészt egyszeriibben a fliggetlen valdszintliségi valtozok szérasnégyzetét
kifejez6 képlet segitségével.

Megoldas: A fejdobasok szama 0 és 100 kozott van. Annak valdszintisége, hogy

100
k fejdobas kovetkezik be, 0 < k < 100, pr = ( i )2_100. Ezért a dobasok

100 100
szaménak varhato értéke EE = ( I )2_100, ahol & jeloli a fejdobasok szamat

k=0

100 100

megadé valdszintiségi valtozét. Tovabbd EE2 = S kQ( i
k=0

pedig Varé = E€2 — (Ef)z. Ezeket az Osszegeket kozvetleniil kiszamithatjuk.

1 100 /1 99
Valéban, k 00y _ 100 99 ,BE= >k 00 9-100 _ 50 > 99)g-09 _
k k-1 = \ k k

) 27100 3 szérdsnégyzet

k=0
11 1 1
50 (5 + 5) = 50. Tovébbs, kQ( 20> = [k(k —1) + k]( 20) = 100 - 99 -
98 100 98 /98 99 /99
100 - E€2 =27100.100.99. 2100100 =
(1) +10- (). 2 = () e ()

27190(100-99 - (1 +1)% +100 - (1 +1)%) = 25-99450, Var{ = B2~ (EE?) = 25,
Valéjaban a vizsgalt varhato értéket és szérasnégyzetet egyszeriibben is kiszamit-
hatjuk. Vezessiik be a {; val6észinliségi valtozdkat, {; = 1, ha a j-ik dobas eredménye

fej & = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds, 1 < j < 100. Ekkor a fejdobédsok szama
100 100 100

=&, B{ =Y B¢, Varf = Y Var&;. Mivel E¢; = §, BE? = §, Var; = 1,
Jj=1 Jj=1 Jj=1

1 < j <100, ezért E€ = 1 -100 = 50, Var{ = 1100 = 25.

2. Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk 100-szor egymaés utan. Szamoljuk ki a dobas-
eredmények Osszegének varhato értékét és szérasnégyzetét.

Megoldds: Legyenek n1,. .., m100 fiiggetlen valdsziniiségi véltozok, amelyekre P(n; =
1
k) = 5’ 1 <7 <100, 1 < k < 6. Ekkor a kiszamitandé varhato érték és

100 100 100 100
szérasnégyzet E > n; = Enj, Var Y n; = Varn;. (A maésodik reldcié
j=1 j=1 j=1 j=1
1
felhasznalja a tekintett valészintiségi valtozok fliggetlenségét.) En; = 6 (1+2+3+
1 91 35
4+546) =35, By = (1+4+9+16+25436) = -, Varn; = - E¢ = 350,
3500
Var{ = ——.
ar & 1
Hazi feladat:

Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk 100-szor egymaéas utdn. Tekintsiik a paros
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értékit dobasok dobaseredményeinek Osszegét és szamitsuk ki annak szérasnégyze-
tét.

. Legyen egy urnaban 20 piros és 30 fehér golyé. Huzzunk ki 20 golyot vissza-
tevés nélkiil. Szamoljuk ki a kihtzott piros golydk szamanak varhato értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezd &;, 1 < j < 20, valdszinliségi valtozdkat:
¢j(w) =1, ha a j-ik hizéds eredménye piros, £;(w) = 0, ha a j-ik huzas eredménye

20

fehér. Ekkor a £ = ) &; Osszeg varhatd értékét és szérasnégyzetét kell kiszamol-
j=1

L, 2 2 4 6

nunk. Tovabbé Egj = Efl = g, Varfj = Var& = g—% = 2—5, Eé.]fk—Ef]ESk =
2 19 4 6

E& & — EGEE = £ 10 95 = Toan ha j # k. Innen a 20 dobésban kihtizott

piros golydk szdmanak varhato értéke 20E¢; = 20 - — = 8, és szérasnégyzete

6 6 144
2 20-19- =20 — — — = —.
OVaré&; 4+ 20 - 19 - Cov (51,62) 0 95 380 1945 19

Hazi feladat:

Legyen egy urndban 10 piros és 20 fehér golyé. Huzzunk ki 20 golyo6t, és minden
htzas utan a kihtzott golyét visszadobjuk egy masik azonos szinii golyoval egytitt.
Szamoltuk a kihtzott piros golydk szamanak varhaté értékét és szordsnégyzetét.
Megjegyzés: Hasznaljuk az el6z6 gyakorlat eredményét arrél, hogy mi a valdszi-
niisége annak, hogy egy adott huzasban piros golyét huzunk vagy két kiillonb6z6
hizéas mindegyikében piros golyét hizunk.

. Egy szabalyos dobdkockat feldobunk tizszer. Szamoljuk ki a dobasosszeg harmadik
hatvanyanak a varhaté értékét.

Megoldds: Vezessiik be a kévetkezd val6szinliségi véltozokat: &;(w) = k, ha a j-ik

3
10
dobés eredménye k, 1 < j < 10, 1 < k < 6. Ekkor az F (Z Q(w)) varhato
i=1

3
10
értéket kell kiszamitanunk. Ennek érdekében tekintsiik a (Z &j(w) | kifejezést
j=1

és értsitk meg milyen tagokat kapunk, ha elvégezziik a beszorzasokat. Egyrészt
megjelenik 10 f;’ alaku kifejezés, és Eﬁ? = FE¢} minden ilyen tagra. Ezenkiviil
megjelenik 3 -10-9 f?fk, j # k, alaku kifejezés, mert a lehetséges (j, k) parokat
10 - 9 médon vélaszthatjuk ki, és a k (csak egyszer szerepld tényez6) harom helyen
szerepelhet. Tovabba minden ilyen tagra Eff{k = ESJQ-Efk = EE2E¢. Tovabba 10-
9-8 médon jelenhet meg ;&€ alakt tag, ahol a j, k és [ indexek mind kiilonbozdek,
és ezekre EE&;€1& = (Efl)?’. Maésfajta tag nem jelenik meg a szorzatban. Innen

10
(Z 13 (w)) = 10E€3 4 270E¢ (E&)? + 720 (E&)® = 4410 + 14332.5 + 3087 =
j=1

91
218295.5, mert B¢, = 3.5, BE = - és E&} = 441.



5. Egy urndban 10 piros és 20 fehér goly6é van. Kihizunk visszatevés nélkiil 10
golyot. A paros sorszamu huzasok esetén fehér golyd hizas esetén nyeriink 3 forin-
tot, piros golyé huzéas esetén pedig nem nyeriink és nem veszitiink semmit. A
paratlan sorszamu hiizasok esetén piros hiizas esetén 2 forintot nyeriink, fehér golyé
hizas esetén nem nyeriink és nem veszitiink semmit. Szamoljuk ki a nyereményiink
varhaté értékét és szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezo £;, 1 < j < 10, valészinliségi véltozdkat: Paros
J szémokra &; = 3, ha a j-ik hizds eredménye piros, {; = 0, ha a j-ik hizds
eredménye fehér goly6. Pératlan j szdmokra &; = 2, ha a j-ik hizas eredménye

piros, {; = 0, ha a j-ik hizas eredménye fehér golyé. Ekkor az S = ) &; Osszeg
=1

varhato értékét és szorasnégyzetét kell kiszamolnunk. Ennek érdekébe]n szamoljuk
ki az F¢; varhat6 értékeket, Var §; szordasnégyzeteket és Cov (&, &) kovariancidkat.
Annak valdszinfisége, hogy a j-ik hizds eredménye piros 3, annak valészinfisége,
hogy j-ik htuzas eredménye fehér % Ezért E§; = 2, ha j paros, E§; = %, ha j
pératlan, és ES =5 (24 %) = 131.

A szorasnégyzet kiszamitasa érdekében vegyiik észre, hogy Ef? = 6, Var§; = 2,

ha j paros, és EEJQ- = %, Var§; = 8 Tovéabbé annak valdszintisége, hogy két j

5
és k indexre j # k, a j-ik és k-ik huzas mindegyike fehér % = %, annak, hogy
mindkét huzas piros ?f)—QQ = %, annak, hogy az egyik huzas fehér a mésik piros
210 _ 20 ; _ 0 %219 _ 114 _ 114 _

359 = &5 Bzért E§j§k 192 336 = 59 COV(fj,Ek) ? —4 = 29, ha j és
k péaros, E&;&, = 4 - 239 = 54, Cov (Ej,fk) 3—9 — 5 = —3563, ha j és k paratlan,
E&i&, =6- % = ‘218, Cov (fj,fk) =3 — 5 = g7 ha j és k kozil az egyik péros, a

masik paratlan. Olyan (7, k) par, 1 § j,k <10, j # k, melyre j és k mindegyike
paros vagy mindegyike péaratlan, dsszesen 20 van, és olyan (j, k) par, melyekre az
egyik paros, a masik paratlan 2 -5 -5 = 50 van, ezért

2 8 480

. —90 (-2 - = =

Z Cov (&5 &) 0( 29 263)+50 87~ 263
1<5,k<10, j#k

Innen

10
Var S = ZVarfj + Z Cov (&5,&k)
j=1 1<5,k<10, j#k
Co(er)e 1 s
9 263 9 263 263
6. Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabat 100-szor egymés utan. Tekintsiik az egymést
kovetd fej-fej dobassorozatok szamdt, és szamitsuk ki ennek varhato értékét és
szorasnégyzetét.
Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd £, 1 < j < 99, valészinliségi valtozokat: §; = 1
ha a j-ik és j + 1-ik dobasok mindegyikének eredménye fej, §; = 0 egyébként.
Vegytlik észre, hogy minket az S = % §; valdszinliségi valtozé varhaté értéke
j=1
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99
érdekel. Ezért ES = FE 21 E¢ | = %, mivel E¢; = i (Erdemes megjegyezni,
j=

hogy az ebben a feladatban tekintett {; valészinliségi valtozok nem fiiggetlenek, de
a fliggetlenségre nincs sziikség a varhato6 érték additivitdsahaz.)

A szorasnégyzet kiszamitdsaban viszont figyelembe kell venniink azt, hogy nem
csupa fiiggetlen valdszintiségi valtozd Osszegét vizsgaljuk. Haszndljuk a szorasnégy-
zet kiszamolasandl a kovetkezo formulét.

99 99
VarS=Var [ > & | =D Varg;+2 > Cov (g, &)

j=1 j=1 1<j<k<99

Tovabba Cov (§;,&,) = 0, ha k > j+2, mert ebben az esetben £ és §, fiiggetlenek,
és B i i1 = % — % = 1—16 minden 1 < j < 98 szdmra. Ugyanis FE;{j+1 = %,
mivel §;§;41 = 1, ha a j-ik, j + 1-ik és j + 2-ik dobdsok mindegyike fej, aminek
valészintlisége %, és ;€41 = 0 egyébként. Tovabbad E&;EEj1 = Ezenkiviil

_1_ T _3 _09.3 4 9.98 _ 493
Varfj—4 16—16.InnenVarS—99 16+2 5 = 6

. Véletleniil meghivunk 30 embert. Tegyiik fel, hogy az egyes embereknek egymastdl

L
16"

fliggetleniil van sziiletésnapjuk, és minden ember esetében —— annak a valdszinii-

sége, hogy az év valamely napjan sziiletett. Mi annak a valdszinlisége, hogy van
két ember a tarsasagban, akiknek ugyanaznap van a sziiletésnapjuk?

Altaldnosabban, van n urna, amelyekbe bedobunk egymastdél fliggetleniil £ golydt
ugy, hogy mindegyik golyé egyforma valdszinliséggel esik az egyes urndkba. Mi an-
nak a valdsziniisége, hogy van olyan urna amelybe legalabb két golyo esik? Erdekel
minket tovabba ennek a valésziniiségnek a viselkedése, ha mind az n mind a k szdm
nagy, és a k = k(n) szdémnak megfelelé a nagysdgrendje. Lassuk be, hogy a fenti

valoszinliségnek van hatarértéke, ha n — oo, T — « valamilyen 0 < a < o0
n
szammal, és hatarozzuk meg ezt a hatarértéket.
Megoldas: Jelolje &; azt a valdsziniiségi valtozot, hogy a j-ik embernek az év
hanyadik napjan van a sziiletésnapja. Ekkor a §;, 1 < j < 30, valoszinliségi
1
valtozok fiiggetlenek, P (& =1) = 365 1 <j<30,1<1 <365, é P #
{} ha j # j') annak a valészin(isége, hogy mindenkinek kiilonb6z6 nap van a

sziiletésnapja. Ez a valésziniiség viszont

365-364---(365—30+1)_ﬁ L
365 a 365/

Jj=1

mert annak valésziniilége, hogy az els6 ember sziiletésnapja az [1-ik, a méasodiké az

lo-ik és igy tovabb a k-ik ember sziiletésnapja az [i-ik napon van 3655 tetszoleges
k—1

1 <1 <365, 1 < j < 30 szdmok esetén, és ezeket a szdmokat [] (365 — j)
=0



moédon vélaszthatjuk gy, hogy mindegyik [; szdm kiilonbozé legyen. fgy annak a
valoszinlisége, hogy van két ember akinek ugyanazon a napon van a sziiletésnapja

29 j
LT <1 - _>.
j=1 365
Hasonléan, annak valdszintisége, hogy ha k golyét dobunk n urnaba az adott

k—1 ;
moédon, akkor van olyan urna, amelyikbe legaldbb két golyé esik 1 — [] (1 — l).
i=1 n
k—1 j k—1 j
Adjunk j6 kozelitést a log [] (1 - —) = > log (1 - —) kifejezésre, ha n — oo,
j=1 n j=1 n

1 . .
k(n) — «. Heurisztikus érvelés szerint mivel log | 1 — Iy~ Ly log(1 + z)
Vn n n
k—1 ; k=1 ; E—1)k
fiiggvény Taylor sorfejtése szerint, ezért > log (1 — l) ~=> I _ —Q,
j=1 n j=1 n 2n

k(n)—1 2 k
ahonnan log [] (1 — l) — —a—, ha n — oo, és (n) — . Ez a szdmolas
j=1 n 2 vn

precizzé tehetd, ha felhasznaljuk példaul azt az egyenl6tlenséget, amely szerint

10g<1—l)+l
n n

ami szintén kovetkezik a log(1+z) Taylor sorfejtésébol. Miért? Innen kapjuk, hogy

k(n)—1 : 5 k
1— ]I (1—l>—>1—e°‘/2,han—>oo,és (n)
j=1 n \/ﬁ

272 const.
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