A februar 7.-i gyakorlat feladatai

1. Egy pénzdarabot feldobunk kétszer. Mi annak a valdsziniisége, hogy pontosan egy
fejdobas lesz? Mi annak a valdszintisége, hogy legalabb egy fejdobas lesz?
Megoldas: A dobésok lehetséges kimenete, (F, F), (F,I), (I,F) és (I,I). Ezen
lehetséges kimenetelek mindegyikének a valdszintisége i. Ezért annak a valészinii-
sége, hogy pontosan egy fejdobas, azaz az (F, I) vagy (I, F') dobédssorozat kovetkezik
be 5. Annak a val6sziniisége, hogy legaldbb egy fejdobés, azaz az (F, F), (F, I) vagy
(I, F) dobassorozatok eredménye kivetkezik be, 3.

2. Feldobunk két szabalyos dobdkockat. Mi annak a valdszintisége, hogy a dobéasered-
mények 6sszege pontosan 9 illetve pontosan 107 Hany kiilénb6zé médon fordulhat
el6, hogy a dobésok osszege 9 és hany kiilonboz6é mdédon lehet a dobéasok osszege
107
Megoldas: A dobdsok sszegének eredménye akkor 9, ha a (3,6), (4,5), (5,4) vagy
(6,3) dobésparok valamelyike kovetkezik be. Ezen dobdssorozatok mindegyikének
valészintisége %, ezért % = % annak a valdszintisége, hogy az 6sszeg pontosan 9.

Hasonlban, az 6sszeg akkor 10, ha a (4,6), (5,5) vagy (6,4) dobasparok valame-

lyike jelenik meg, és ennek a valdszinlisége % = % Jegyezziik meg, hogy a fenti

targyalasban az egyes kimenetelek felsorolasdban nemcsak azt vettiik figyelembe,
hogy milyen dobédseredmények jelentek meg, hanem azt is, hogy melyik kockan
jelentek meg ezek a dobaseredmények. Miért?

Hazi feladat:

Harom szabalyos dobodkockat feldobunk. Mi annak a valdszintisége, hogy harom
hatos lesz a dobasok eredménye? Annak, hogy két hatos és egy 6t6s? Annak, hogy
egy egyes egy kettes és egy harmas?

Idézziink fel néhany a valészintiségszamitasban is fontos kombinatorikai eredményt.

3. Egy n elemii halmaznak (Z) = ”'(”—11);'(2—16#) kiilonb6z6 részhalmaza van, k < n.

Megoldas: Feltehetjiik, hogy a tekintett halmaz az 1,2, ..., n szamokbdl all. Ebbol
n-(n—1)---(n—k+1) kiilonb6z6 médon valaszthatunk ki egymds utdn k szamot.
Viszont mivel két vélasztas, amelyben ugyanazokat a szamokat vélasztottuk ki
egymas utdn mas sorrendben ugyanazt a halmazt adja, ezért minden halmazt 1 -
2 k féle médon valasztottunk. Innen addédik az eredmény.

4. Az 1,2,...,n szamokat n! =1-2-.-n mddon lehet sorrendbe rakni.

Megoldas: Az els6 helyen levo tagot n a masodik helyen levo tagot n—1 a harmadik
helyen levé tagot n—1 féleképpen valaszthatjuk, és igy tovabb. Az Osszes valasztéas
lehetésége n---(n—1)---(n—2)---1=nl.

5. Egy urndban golydk vannak, amelyek tartalmazzdk az 1, ..., n szamokat. Kihuzunk
egymas utdn k golydt visszatevés nélkiil. Hany kiilonb6z6 hiizaseredmény lehetsé-
ges? Ha kiilonbséget tesziink két olyan hizassorozat kozott, amelyekben ugyan-
azokat a szamokat huztuk ki, de més sorrendben, akkor n(n —1)---(n — k + 1)
lehet6ség van, ha nem tesziink kiilonbséget, akkor (Z)
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Megoldas: Ha kiilonbséget tesziink az olyan huizassorozatok kozott, amelyekben
ugyanazokat a szamokat huztuk, de mas sorrendben, akkor az Osszes lehetséges
hiizassorozatok szama n(n — 1)---(n — k + 1), mert az elsé szdmot n a masodikat
n—1, és igy tovabb a k-ik szémot n— (k—1) féle médon vélaszthatjuk. Igy az osszes
lehetséges vélasztas szama n(n — 1)---(n — k 4+ 1). A mésodik kérdést ekvivalens
moédon ugyis atfogalmazhatjuk, hogy amennyiben a kihizott k szamot nagysag sze-
rint monoton novekvo sorozatba rendezziik hany kiilonbo6z6 sorozatot kaphatunk.
Vegyiik észre, hogy minden nagysag szerint monoton sorrendbe rakott sorozatot k!
kiilonbz6 sorozat rendezésébél kaphatjuk meg. Ezért a valasy ™1l )n=htl)

. Ha visszatevéssel huzunk és kiillonbséget tesziink kiillonb6z6 sorrendben kihtuzott
ugyanazokat a szamokat (ugyanolyan multiplicitdssal) tartalmazdé huzdssorozatok
kozott, akkor a lehetséges hiizdsok szdma nF.

Megoldas: Ebben az esetben mind az els6, mind a masodik és igy tovabb mind a

k-ik hiizas n-féle médon lehetséges. Ezért az Osszes hizéssorozat szama n”.

Az az eset, amikor visszatevéssel hizunk, de nem szamit a kiilonb6z6 kihuzott
szamok sorrendje nehezebb, de egy ravasz észervétel segitségével megoldhaté. Ez a
kovetkezo feladat targya.

. Egy urndban golydk vannak, amelyek tartalmazzék az 1,...,n szamokat. Kihizunk
egymas utan visszatevéssel k golyot. A kihtzott golydkat nagysdg szerint sorba
rakjuk. Hany kiilonb6z6 hizaseredmény lehetséges?

Valasz: ("Jr],z_l). Ugyanis tekintsiink egy kapott huzassorozatot. Az elsé szamhoz
adjunk 0-t a masodikhoz 1-et, a harmadikhoz 2-t, ... a k-ikhoz k — 1l-et. Ilyen
moédon egy szigoruan novekvé k hosszisagu sorozatot kapok amelyek elemei az
1,2,...,n + k — 1 szamok valamelyikét veszik fel. Sot, ilyen médon kolcsondsen
egyértelmii megfeleltetést adunk a lehetséges kihizott sorozatok és az 1,2,...,n+
k — 1 halmaz k elemi részhalmazai k6zott. Innen kovetkezik, hogy az adott tipusu
sorozatok szdma ("Jr]]:_l).

Foglaljuk 6ssze, hogy milyen kombinatorikai eredményeket kaptunk.

Egy urnaban golyék vannak, amelyek tartalmazzék az 1,...,n szamokat. Kihtizunk
egymas utan k golyét. Hany kiilénboz6 huzaseredmény lehetséges?

Ha visszatevés nélkiil hizzuk ki a golyokat, és kiillonbséget tesziink két huzassorozat
kozott, amelyekben ugyanazokat a szamokat hiuiztuk ki, de mas sorrendben, akkor

nn —1)---(n — k + 1) lehetéség van, ha nem tesziink kiilonbséget kozottiik,

akkor (Z) .

Ha visszatevéssel hizzuk a golydkat és kiilonbséget tesziink kiilonb6zo sorrendben
kihizott ugyanazokat a szamokat (ugyanolyan multiplicitdssal) tartalmaz6 huzas-

sorozatok kozott, akkor a lehetséges hiizéssorozatok szdma n”.

Ha visszatevéssel huizzuk a golyokat, és azokat hiizéds utdan nagysag szerint sorba

rakjuk, akkor ilyen médon (”le_l) kiilonb6z6 huzassorozat keletkezhet.

. Binomidlis tétel:

n __ n n1.0 n n—1 n n—212 n nO: g n kin—k
(a+b) —(O)ab+<1)a b+(2)a b2+ +<n)ab Z(k>ab ,

k=0



ahol (}) = ”'(”‘11).'2'.'.(1‘“” = k!(rtik)! = (1)

Magyardzat: Végezziik el az (a +b)™ = (a+b) - (a + b) szorzésokat. Ez olyan n

N J/
-~

n tényezd
hosszusagu szorzatokbdl allo Osszeg lesz, amely a és b szamokbdl fog allni. Hany
olyan tag szerepel, amely k a és n — k b jegyet tartalmaz? A fenti kombinatorikai
meggondolasok alapjan lathatd, hogy (Z)

Targyaltuk a binomialis tétel egy altalanositasat is. Ennek érdekében bevezettiik

a kovetkezo definiciot: Ha k pozitiv egész szam, n pedig tetszdleges valos szdm akkor

k

(n) _ n-(n71)~2~:.(.’r}7l€7k+1) ‘

Fontos, hogy ez a definicié nemcsak egész n szamokra van

1.
definidlva. Ki akarjuk szdmolni az (1 + x)™ fliggvény Taylor sorét tetszéleges (valds) n

szamra.

9.

10.

Bizonyitsuk be, hogy az f(x) = (1 + =)™ fiiggvény Taylor sora az
= /n
1+2)" = z®
(e =3 ;)

hatvanysor tetszoleges valos n szam esetén.

o

Megoldds: Egy (analitikus) f(z) fiiggvény hatvénysora f(z) = > cpz¥, ahol ¢y =
k=0
f(0), cx = ddx—kkf(:c)‘ . Jelen esetben, amikor f(x) = (1 + x)", Cl@‘iﬁ—l‘c,cf(x) =

=0

nn—1)---(n—k+1)(1+2z)" % ahonnan ¢, = n(n_l)“]jn_kﬂ) = (7). Ezért az

o0
(1 + x)™ fliggvény hatvénysora kzo (Z)xk

Bizonyitsuk be a kovetkezd azonossagot: Minden nem negativ n, m és k egész
szamokra (tegyiik fel, hogy n +m > k)

()= ) GG G -+ () E)

Megoldads: A kovetkez6 kombinatorikai meggondolds bizonyitast ad. Szamoljuk
ki két kiilonb6z6 mdédon annak valdszinliségét, hogy egy urnabdl, amelyben n +
m (megkiilonboztethetd) golyé van, hanyféleképp vélaszthatunk ki k golyét. Ez
egyrészt ("Zm), ami a baloldali kifejezéssel egyenlo. Fessiink n golydt piros és m
goly6t fehér szinfire. Ekkor (7)(,™,) féle médon vélaszthatunk ki k golydt tgy,
hogy ezek koziil s piros és k — s fehér. Ezeket a kifejezéseket Osszegezve minden
0 < s < k szamra egyrészt megkapjuk az azonossag jobboldalan szereplo kifejezést,

masrészt a balaldalon szerepld kifejezést szamoltuk ki més médon.

Mdsodik megoldas: Erdekes lehet a kévetkezd megoldas, ami valéjaban altalanosabb
eredményt ad, mert azt mutatja, hogy az eredmény tetszoleges valoés n és m szamra
érvényes. Azt haszndljuk ki, hogy egy fiiggvény egyértelmiien meghatarozza a
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Taylor sordnak egyiitthatéja, masrészt Taylor sorokkal (tehdt végtelen Gsszegekkel
ugyanugy lehet szamolni, mint véges Gsszegekkel.

Irjuk fel, mit jelent az (1 4+ z)"t™ = (1 + 2)"(1 + )™ azonosség e fiiggvények
hatvanysoraira. Azt kapjuk, hogy

(= (S0 (S ()

Az azonossag baloldalan z* egyiitthatéja (”zm), a jobb oldalon elvégezve a szorza-

m

k
sokat olyan kifejezést kapunk, amelyben z* egyiitthatéja > (%) (™,

), és ez a két

kifejezés megegyezik.
De Méré lovag problémdja:

Az itt targyalt két probléma torténetileg is érdekes. Ezekkel a kérdésekkel fordult de
Méré lovag Pascalhoz. Sokan e feladat megoldasatol, illetve Pascalnak és Fermat-nak
e probléma megoldasardl szolo levelezésétol szamitjak a valdszinliségszamitdas megsziile-
tését.

11a.) Ha egy kockat 4-szer feldobunk, akkor mi annak a valésziniisége, hogy legaldbb egy
hatos dobas lesz? Ha két kockat 24-szer feldobunk, mi annak a valdszintisége, hogy
legalabb egy dupla hatos lesz.

11b.) Két jatékos egy igazsdgos jatékot jatszik, amelynek mindegyik forduléjaban az egyes
jatékosok % valoszinliséggel nyernek, illetve veszitenek. Megallapodnak, hogy az a
jatékos nyeri el a tétet, aki el6szor ér el hat nyerést. A jatékot félbe kell szakitaniuk
akkor, amikor az egyikiiknek harom a masikuknak pedig 6t nyerése volt. Hogyan
kell igazsagosan osztozkodniuk?

Megoldas:

a.) Annak a valdszintlisége, hogy egy dobds eredménye nem hatos %, annak pedig, hogy

4 egymas utani dobasban nem jelenik meg a hatos (5)4. Annak a valészintiisége,

6
hogy négy dobasban megjelenik egy hatos P, = 1 — (%)4. Hasonléan, annak a
valoszinlisége, hogy két kocka dobasaban nem jelenik meg a dupla hatos g—g, annak

e . . . 24 L
a valdszinlisége, hogy ez 24 dobasban nem jelenik meg (g—g) . Annak a valészinii-

sége, hogy 24 dobasban megjelenik egy dupla hatos P, =1 — (%)24.

36
Erdemes megérteni, hogy a P; és P, valésziniiségek miért vannak olyan kozel
egymashoz. Vezessiik be az a, = (1— %)n, n = 1,2,..., szamokat. Ekkor

1-P = az/?’, 1-P, = a§é3. Viszont tanultuk az analizisben, hogy lim a, = e~ !,
n—oo

e =2.71.... Tovabba ez az a,, sorozat elég gyorsan tart a hatarértékéhez, ezért az
ag ~ e~ 1 és asg ~ e ! elég jé kozelités. Ezért mind a P; mind a P, valészintiség jél
kozelithets az 1 — e~ 2/3 szammal. Tovabb4 ismeretes, hogy az a, sorozat monoton
né, és innen adédik, hogy P; > P,. Torténetesen az 1 — e~2/3 ~ 0.49 szdm kozel
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van %—hez, és a Py és P, valoszintiségek az % szamot kozrefogjak. A P; szam értéke

1 23
142~ 052,

b.) Tekintsiik azt az altaldnosabb problémat, amikor n nyerés kell a tét megszerzéséhez,
és az elsO jatékos k a masodik pedig [ alkalommal nyert. Tekintsiik a kovetkezo
(n—k)+(n—10)—1=2n—k—1—1 fordulét. Az els6 jatékos akkor és csak akkor
nyerné el a tétet, ha ezekben a fordulékban legalabb n — k alkalommal nyer. Ennek

2n—k—1—1
valészinésége P = 2k+i+1=2n 7~ (2"_]‘;._l_1). Jelen esetben az elsd jétékos I,
j=n—k

a masodik jatékos % valészintiséggel nyeri el a tétet. Az igazsdgos tehdt a 7 : 1

aranyu osztozkodas.
Torténeti megjegyzés.

A matematika-torténészek kideritették, mindkét most targyalt feladat mar azelétt is-
mert volt, hogy de Méré lovag kitiizte 6ket. Az a) feladat eredeti megfogalmazasiban
azt kérdezzik, hogy hanyszor kell feldobni két kockat ahhoz, hogy annak a valdszi-
niisége, hogy legalabb egyszer 2 hatost dobunk nagyobb legyen, mint 1/2. De Méré
maga is megoldotta ezt a feladatot, de sajnos, ... két mddszerrel, amelyek kiilonboz6
eredményre vezettek: 24 és 25 dobas. De Méré biztos volt abban, hogy a két moédszer
egyforman megbizhato, és a kiilonbség miatt a matematika ,,ingatagsagat” hibaztatta.
Pascal, miutdn meggy6z0dott arrdl, hogy a helyes valasz 25, le sem irta a megoldast.
(De Méré lovag tigy gondolta, hogy ha négy dobéas elegend$ ahhoz, hogy egy kockéval
legalabb % valoszinliséggel hatost dobjunk, akkor minthogy annak a valészintiisége, hogy
két kocka mindegyikével hatost dobunk %-szor kisebb mint annak, hogy egy kockaval
dobunk hatost, ezért (szerinte) 6-szor tobb, tehdt 4 x 6 = 24 dobés kell ahhoz, hogy
legalabb % valoszinliséggel kovetkezik be két hatos dobas.

Nem kételezé hazi feladat:

Léssuk be, hogy az a,, = (1 — %)n sorozat valoban monoton novekszik.

Segitség: Lassuk be, hogy az a,, sorozat ,,folytonos kiterjesztése” a valds szamokra,
az a(r) = (1 — %)x fiiggvény, illetve annak logaritmusa az f(x) = xlog (1 — %)
fliggvény monoton né az x > 1 félegyenesen. Ennek érdekében mutassuk meg,
hogy f(x) konkav fiiggvény, amelynek derivaltja a végtelenben nulldhoz tart.)



