A februar 28.-i gyakorlat feladatai

Fontos megérteni a feltételes valdszintliség fogalmat, illetve azt, hogyan kell vele szamolni.
Ezért tobb ezzel kapcsolatos feladatot foguk targyalni. El6tte azonban felelevenitjiik a
legfontosabb fogalmakat és eredményeket.

A feltételes valdsziniiség szemléletesen a kovetkezét jelenti. Egy A esemény P(A)
valoszintisége azt fejezi ki, hogy mennyire valészinii annak bekovetkezése. Viszont ennek
a bizonyossagnak a mértéke megvaltozik, ha tudjuk, hogy egy B esemény bekovetkezett.
Ezért definidjuk az A esemény feltételes valdszinliségét, feltéve, hogy a B esemény

P(ANB
bekovetkezett. Ennek definicidja P(A|B) = %

trividlis, fontossdga miatt érdemes kiilon megfogalmazni.

Bar az aldabbi azonossag

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(B), ha P(A) > 0és P(B) > 0.

Tovabbi egyszerti, de hasznos észrevételek:
Ha Bi,..., B, a valdsziniliségi mez6 egy particidja, azaz a Bi,..., B, események

diszjunktak, és ) By = Q, akkor
k=1
P(A)=P(ANB;)+P(ANBy)+---+ P(ANB,)
= P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(Ba) + - - + P(A|B,,)P(By,)

minden A halmazra. Ezért

W P(A) T P(A|B)P(By) + P(A|B2)P(Bs) + -+ P(A|B,)P(B,)’

Természetesen hasonlé Osszefiiggés irhato fel a P(B;|A) feltételes valdszintiségre tetszo-
leges j indexre. A fenti egyszerl Osszefliggés fontossagat az adja, hogy lehet6vé teszi
a P(Bj|A) feltételes valdszintiségek kiszamitasat a ‘forditott’ P(A|B;) valészintiségek
ismeretében, feltéve, hogy ismerjiik a P(B;) valésziniiségeket.

1. Egy didk a feltett kérdésre (hdarom lehet&ség koziil kell kivélasztani a megfelel6t)
1

p valdszintiséggel tudja a helyes valaszt. Ha nem tudja, akkor tippel, és ez 3
valészintiséggel ad helyes eredményt. Mi a feltételes valdszintisége annak, hogy

tudja a valaszt feltéve, hogy helyes valaszt adott?

Megoldds: Jelolje A azt az eseményt, hogy a didk tudja a helyes valaszt, B azt
P(ANB)
P(B)
valészinfiség értékére vagyunk kivdncsiak. Tovdbba P(ANB) = P(A) = p, P(B) =
P(ANB)+ P(ANnB) = P(A) + P(B|A)P(A) = P(A) + (1 — P(A))P(B|A) =

] _ P(AnB) P
p+§(1—p). Innen P(A|B) = P(B)  p+i(1—p)

az eseményt, hogy helyes vélaszt ad. Ekkor a P(A|B) = feltételes
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2.)

Bizonyitsuk be a kovetkezd azonossagot, amelyet teleszkop szabdlynak is szoktak
nevezni: Ha adva vannak Ay, ..., Ay események egy valoszinliségi mezén, amelyekre
P(A1n---NAg) >0, akkor

P(AiN---NAg) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 N Ag) - P(Ag|A1 N -~ N A1)
Megoldas:

P(A1)P(A3|A1)P(A3|A1NAg) - P(Ag|A1 N N Ag_q)

P(AiNA) P(A1NAsNAs)  PAINAz---NAg_1NAg)
P(Ay) P(A1 N Ag) PAiN---NAg_1)

=P(A1NAyN---NAg).

= P(Ay)

Egy urnaban z zold és s sarga goly6 van. Egymas utan kihizunk négy golyot ugy,
hogy minden hiizas utan a goly6t visszadobjuk az urnaba, és vele egyiitt az urnaba
dobunk 2 ellenkez6 szinii golyét. Mi a valdszintisége egy zold, zold, zold, sarga
hizéssorozatnak?

Megoldas: Kiszamoljuk annak valdsziniiséségét, hogy az elsé huzas eredménye
Z=(z06ld), annak feltételes valosziniiségét, hogy a masodik hizas Z, feltéve, hogy az
els6 huzas Z, annak a feltételes valdsziniiségét, hogy a harmadik hizas eredménye
Z feltéve, hogy el6tte Z,7Z és annak feltételes valdsziniiségét, hogy a negyedik

hizas eredménye S feltéve, hogy el6tte Z, Z, Z huzas volt. Ez a valészintiség, il-

6
letve feltételes valdszintliségek : , : , : , Gl . A keresett
2+s z+s+2 z+s+4 z2+s5+6
z z z s+6

z+s z+s5+2 z+s+4 z24+5+6

Reggel valaki hazulrdél elmenve a lakéaskulcsot elteszi, mégpedig ugy, hogy 0.5
valészintiséggel teszi a kabatzsebébe, 0.3 valészinliséggel a nadrigzsebébe és 0.2
valésziniiséggel a mellényzsebébe. A nap folyaman mindenfelé jar, ezért a lakaskulcs
a kabatzsebébdl 0.1, a nadragzsebébdl 0.2, a mellényzsebébdl viszont 0 valdszinii-
séggel esik ki. Este hazatérve emberiink el6szor a kabat majd a nadriagzsebében
keresi a kulcsot, de egyik helyen sem talalja. Mi annak a valdsziniisége, hogy a
lakaskulcs ott van a mellényzsebében?

valoszintliség

Megoldas: Jelolje Ay azt az eseményt, hogy emberiink a lakaskulcsot a kabat
As, hogy a nadriag és As, hogy a mellényzsebébe tette. Jelolje tovabba B azt
az eseményt, hogy a kulcs nem veszett el. Ekkor feltételeink szerint az A;, As
és As események egymast kizaréak, P(A;) = 0.5, P(A2) = 0.3, P(A3) = 0.2
tovabbd P(B|A;1) = 0.9, P(B|A3) = 0.8 és P(B|A3) = 1. Vezessiikk be a C =
(BN A) U (BN Ay) U Az eseményt. Ekkor C jelenti azt az eseményt, hogy em-
beriink este nem tala’dta(a lakéikulcsot sem a kabat sem a nadragzsebében. Ezért

P(BNC
minket a P(B|C) = P(C) i L
P(A1NB)+ P(As N B) 4+ P(A3) = P(B|A1)P(Ay) + P(B|A2)P(A3) + P(As) =

feltételes valdszintiség érdekel. Viszont P(C) =
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0.1-0.5+0.2-0.340.2=0.31, és P(BNC) = P(BN A3) = P(A3) = 0.2. Innen a

0.2 20
minket érdeklo feltételes valdszintiiség értéke 031 — 31

Mi annak a val6szintisége, hogy egy (szabélyos) dobdkocka mindkét dobasanak az
eredménye hatos feltéve, hogy legalabb az egyik dobas hatos?

Megoldas: Jelolje A; azt az eseményt, hogy az els6é dobas eredménye hatos, A, azt
az eseményt, hogy a masodik dobéas eredménye hatos. Akkor minket a

P(A; N As|Ay U Ay) feltételes valésziniiség érdekel. Viszont

_ P((A1NA)N (A1 UAR))  P(A1NAy)
PlArn Az 41U 42) = P(A; U Ay) = P4, UAy)

1 _ _ _
Maésrészt P(Al OAQ) = %, P(Al UAQ) =1- P(Al ﬂAg) =1- P(A)P(B) =
2 11 1
_® = —. Innen a keresett feltételes valésziniiség —.
36 36 11

A kovetkezé (egyszerii) feladat célja az, hogy 6sszehasonlitsuk annak eredményét az

elobb targyalt feladattal, és megbeszéljiik mast jelent az a feltételt, hogy két kockadobas
kozil az egyik hatos, és az hogy adodott hatos dobas. Képesek vagyunk-e szemléletiink
alapjan szamolas nélkiil megmondani, melyik feltevés mellett nagyobb annak a feltételes
valészintisége, hogy mind a két dobés hatos?

6.)

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk kétszer egymas utan. Mi annak a valdszinii-
sége, hogy mind a két dobds hatos, feltéve hogy az els6 dobés hatos?
Megoldas: Jelolje A1 azt az eseményt, hogy az els6 dobds hatos, Ay pedig azt az
eseményt, hogy a masodik dobas hatos. Ekkor A; N As az az esemény, hogy mind a
két dobds hatos, és minket a P(A; N As|A;) feltételes valdsziniiség értéke érdekel.
ViSZOIlt, P(Al N A2|A1) = P(Al i Az) = P(Al)P<A2) L

P~ PlA) TW=g

Hadzi feladat:

Egy szabdlyos pénzdarabot feldobunk haromszor egymés utan. Mi a feltételes
valoszinlisége annak, hogy mind a harom dobas fej, feltéve, hogy legalabb két fej-
dobas tortént?

A Fazekas konyv egyik feladata (3.4 Példa a 32. oldalon) arrdl szdl, hogy ha egy
n létszamu csoportban r véletlentil kivalasztott didknak dolgozatot kell irni, mi
annak a feltételes valdsziniisége, hogy a legrosszabb didknak is dolgozatot kell irni,
feltéve, hogy a legjobb didk is dolgozatot ir.

Heurisztikusan gy érvelhetlink, hogy ha a legjobb didk dolgozatot ir, akkor annak
(feltételes) valdszintlisége, hogy a legrosszabb didk is dolgozatot ir, azzal egyenld,
hogy a maradék n — 1 didk koziil 6t is kivalasztjak a maradék r — 1 dolgozatird

r—1
kozé, tehét 1" Kissé pontosabban, annak valészinlisége, hogy mind a ketten
r(r—1)

n(n —1)

n —

dolgozatot irnak, , annak, hogy a legjobb didk dolgozatot ir C, ahonnan
n



kovetkezik az allitas. Ha a konyvben szereplo eredményt egyszeriibb alakra hozzuk,
latjuk hogy az eredmény helyes. Adjunk kozvetlen, a szemléletet kovetd preciz
bizonyitast arra, hogy a fenti formulak az adott valészintiségekre helyesek.

Megoldds: Az urna visszatevés nélkiili hiizds modelljének érvelését alkalmazhatjuk
ebben az esetben is. Tegylik fel, hogy egymaés utan kivalasztjuk a dolgozatot irdkat,
Minden lépésben az eddig ki nem valasztottak valamelyikét valasztjuk ki egy-
forma valdszintiséggel. Ha kijeloljiik (az urndbdl valé huzésnél szerepld érvelést
hasznélva) egy kiilon (egy elemii) csoportba a legjobb, egy kiilon (egy elemii) cso-
portba a legrosszabb didkot, egy kiilon csportba az Gsszes tobbit, akkor rogzitve
egy 1 < j,k <r,j+# k szampart kapjuk, hogy annak a valdszintisége, hogy a j-ik
valasztasnal valasztunk az els6, a k-ik valasztaskor a masodik csoportbdl, meg-
egyezik annak a valészintiségével, hogy az elsé valasztaskor véalasztunk az elsé és a

masodik valasztaskor a masodik csoportbol. Ennek valdszintisége viszont

n(n—1)"
Mivel a fenti események kiilénb6z6 (j, k) szampéarokra kizarjdk egymast, ezért an-
r(r—1)

nak valészintisége, hogy a legjobb és alegrosszabb didk is dolgozatot ir 0
n(n —

Hasonléan, lathato, hogy annak a valdszintisége, hogy a legjobb didk dolgozatot ir

r ’ ’”
az — szammal egyenlo.
n

Hazi feladat:

A zsebunkben van 30 kulcs, amelyek koziil az egyik nyit egy zarat. Egyma&s utan
kiprébaljuk véletlenszeriien kiprobalva ezeket a kulcsokat. Mi a valdszintisége an-
nak, hogy a 20. kisérletre sikeriil kinyitni a zarat? Mi annak a val6sziniisége, hogy
a 20. kisérletben sikeriil kinyitni a zarat feltéve, hogy az els6 19 kisérletben ez nem
sikeriilt?

Feldobunk egy dobdkockat, majd utana annyi dobdkockat, amennyi az els6 dobas
eredménye volt. Mi a valdszinlisége annak, hogy a masodik dobassorozatban lesz
hatos? Mi annak a feltételes valdsziniisége, hogy az els6é dobas eredménye hatos,
feltéve hogy a masodik dobassorozatban volt hatos?

Megoldas: Tekintsiink azokat az eseményeket, amelyek leirjak a lehetséges dobas-

sorozatok eredményét, és adjuk meg ezek valészinliségét. Annak valdszintisége,
hogy az els6 dobas eredménye ¢, majd ezt kovetden egy i hosszisagu 1 és 6 kozotti

i+1
szamokat tartalmazo6 dobassorozatot kapunk (6) . Annak valészintlisége, hogy

K3
az els6 dobas eredménye i, és az utolsé i dobas egyike sem hatos, 5 (8) . Annak

valoszinlisége, hogy a masodik dobéssorozatban van hatos

(08 (- 6)))
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Annak valészinlisége, hogy az elsé dobas hatos, utana pedig van hatos dobds

6
1 5
6 (1 — (6) ) Ezért a keresett feltételes valdszintliség

Harom gép gyart csavarokat, az egyik 0.01 a masodik 0.02 a harmadik 0.03 valdszi-
niiséggel gyart hibas csavarokat. A csavarokat egy raktarba viszik osszekeverik. Egy
gyartott csavar 0.5 valészinliséggel késziilt az els6 0.3 valdszinliséggel a masodik és
0.2 valészinliséggel késziilt a harmadik gépen. Kivesziink egy csavart, megnézziik,
és azt talaljuk, hogy az hibas. Milyen valészinliséggel késziilt a csavar eme feltételek
mellett az els6 gépen?
Megoldas: Jelolje A1, A, illetve Az azt az eseményt, hogy a csavar az elsd, masodik
vagy harmadik gépen késziilt, B azt az eseményt, hogy a csavar hibas. Ekkor minket
a P(A1|B) feltételes valésziniiség érdekel. Tudjuk, hogy P(A;) = 0.5, P(As) = 0.3,
P(A3) = 0.2, tovabba P(B|A;) = 0.01, P(B|A2) = 0.02, és PB(B|A3) = 0.03.
Ekkor
P(B) P(BNA))+ P(BNAy)+ P(BnNAs)
_ P(B|A1)P(A4)
P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2) + P(B|A3)P(A3)
B 0.01-0.5
~0.01-0.540.02-0.3+0.03-0.2°




