A februar 21.-i gyakorlat feladatai

1. Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabot végtelen sokszor egymaés utan. Mi annak a
valészintisége, hogy pontosan az 6todik dobédsban jelenik meg az elsé fej-dobds?
Mi annak a valészintisége, hogy a masodik fej-dobas pontosan 6t dobassal az els6
fej-dobas utan kovetkezik be?

Megoldas: Akkor lesz az elsé fej-dobas az 6todik dobas, ha el6szor négy iras-
dobas majd egy fej-dobds torténik. Ennek valdszintisége (%)4 . % = (%)5 Ha-
sonléan, annak a valdszintisége, hogy a k-ik dobés lesz az els6 fej-dobas 2%,
k =1,2,..., annak valészinlisége pedig, hogy a k-ik dobas lesz az els6 fej-dobas,
utana pedig 5 dobés mulva kévetkezik be a mésodik fej-dobds 27% - 275 = 27F=5,
Annak a valészinliségét, hogy az els6 és masodik fej-dobas kozott pontosan 5 dobas
kovetkezik be kiszamolhatjuk dgy is, hogy kiszamoljuk minden k = 1,2, ... szamra
kiszamoljuk annak valoszintiségét, hogy a k-ik dobas volt az elso és a k+ 5-ik dobas

a masodik fej-dobas, maJd osszegezunk k=1,2,...-ra. fgy azt kapjuk, hogy a

keresett valésziniiség Z 2 k=5 =975 Z 27k =275,
k=1 k=1

2. Feldobunk egy szabalyos pénzdarabot végtelen sokszor. Mi annak a valdszintisége,
hogy az els6 fej-dobdsig ugyanannyi dobas torténik, mint az elsé és masodik fej-
dobas kozott? Annak, hogy az elsé és masodik fejdobdsas kozott tobb dobds
torténik, mint az els6 fejdobasig? Péter és Pal egyidoben egymas utan feldob
egy-egy szabdlyos pénzdarabot. Arra vagyunk kivancsiak ki dob el6szor fejet. Mi
annak a valdszintisége, hogy Péter dobdsai kozott elobb jelenik meg egy fej-dobés
mint Pal dobasai kozott? Mi annak a valdszintisége, hogy egyszerre kévetkezik be
Péter és Pal elso fej-dobasa?

Megoldas: Annak a valdsziniisége, hogy a k-ik és 2k-ik dobasban torténik az els6
és masodik fej-dobds 272* minden k = 1,2, ... szdmra. Ezért annak valészintisége,
hogy az elso fej—dobésig ugyanannyi dobas torténik, mint az els6 és masodik fej-
dobas kozott Z 272k =1 L % Annak valdszintisége, hogy az els6 fej-dobas a

11
k=1
k-ik dobas, a masodik dobas pedig a2k +1.,2k + 2., dobas Valamelylke azaz

t6bb dobds torténik az elsé és masodik dobds kézott 27F Z 279 =272 Z 270 =
Jj=k+1 j=1
. lgy annak a valészintisége hogy az elsé és mdsodik dobés kozott tobb dobés
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2721{:

oo
torténik, mint az elsé dobésig > 272 =

k=1
Annak valészintisége, hogy Péter és Pal dobasai kozott a k-ik dobdsban jelenik
meg elészor fej-dobas, és Péter fejet dob, Pal pedig nem 2—2(k — 1) + 2 = 272F ¢s
annak, hogy mind a ketten fejet dobnak szintén 272*. Ezért mind az, hogy Péter

2—2k — 1

el6bb dob fejet, mint P4l, illetve annak is, hogy egyszerre dobnak fejet > 3

k=1

Az, hogy az el6z6 feladatokban bizonyos valdszintiségek megegyeznek heurisztiku-
san érezhet6. Igy ha megvarjuk, mig az els6 fej-dobéas bekovetkezett és utana varjuk,
hogy mennyi ideig kell varni ezutan a masodik fejdobéasig az ugyanolyan valdszintiségi
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torvényeknek tesz eleget, mint annak a valésziniisége, hogy mennyi ideig kell varni az
els6 fej-dobasra. Ezért annak a valdszinlisége, hogy 5 1épésig kell varni a fej-dobasra
és annak a valdsziniisége, hogy az els6 fej-dobas utan ot 1épésig kell varni a mésodik
fej-dobasra megegyezik. Hasonléan, annak a valdszinlisége, hogy az els6 fej-dobasig il-
letve az els6 és masodik fej-dobas kozott ugyanannyi lépés tortént megegyezik annak
valoszinliségével, hogy Péter és Pal egyszerre dob fejet. Felmeriilhet az igény, hogy
préobaljunk a heurisztikus indoklasbdl preciz bizonyitast tenni. Ennek érdekében az
els6 1épés az, hogy a végtelen fej-iras dobasok sorozatat leiré valdsziniiségi modellt
megértsiik.

Hazi feladat:

Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk végtelen sokszor. Mi annak a valészintisége an-
nak, hogy az els6 hatos dobéasig ugyanannyi dobés tortént, mint az els6 és masodik
hatos dobés kozott?

3. Mi annak a valdszintisége, hogy lottén pontosan harom taldlatot ériink el? Mi
annak a valdészintlisége, hogy egymdstdl fliggetleniil kitoltiink 10 lottdszelvényt, és
egyetlen harom taldlatos szelvényiink lesz?

Megoldas: Minden az 1 és 90 szamok valamelyikét tartalmazé szamotos meg-
jelenése egyforman valdszinti. fgy minden egyes hizas eredmény valdsziniisége

(9—10). Kitoltottiink 5 szamot, szamoljuk ki hdany hizaseredmény soran lesz pon-
5
tosan harom taldlatunk. Ez ugy lehetséges, ha a kihuzott 5 szam koziil 3 az

altalunk kitoltott 5 szam koziil vald, 2 pedig a ki nem toltott 85 szam koziil. Ez

O 5
@) . Annak

. Ha egymastdl fliggetleniil kitoltiink

(g) (825) féle médon lehetséges. Ezért a harmas talalat valoszintisége
(3)(%)
10 szelvényt, akkor annak valdszintisége, hogy egy 3 talalatos szelvény sem jelenik

e (1

tobbi pedig nem

valoszinlisége, hogy nincs 3 talalat 1 —

10
) . Annak a valdszintisége, hogy a j-ik szelvény 3 taldlatos, a

G (1 Q)
(™) (1 (™)

valészintlisége, hogy a 10 egyméastdl fliggetleniil kitoltott szelvények koziil pontosan
(3)(%) (3)(%)
1 darab 3 taldlatos lesz 10-245:2% [ 1 — 24553

(%) (%) >9'

4. Ledobunk egy pontot véletleniil az egységintervallumra tgy, hogy az intervallum
egy la,b] C [0,1] részintervallumdba b — a valdszintiséggel esik a pont. Mi annak a
val6sziniisége, hogy a pont pontosan a § pontba esik? Lehetséges-e olyan eseményt
megadni, amely bekovetkezhet, de bekovetkezésének valdsziniisége nulla?
Megoldas: Annak valdszintisége, hogy a ledobott pont pontosan egy eldirt pontba,

mondjuk a & pontba esik nulla. Ez példa olyan eseményre, amely bekovetkezhet,

noha a bekovetkezés valésziniisége nulla.

9
) minden 1 < 5 < 10 szamra. Ezért annak

5. Adjunk valészintiségi modellt arra, hogy egy szabdlyos pénzdarabot végtelen sok-
szor feldobunk. Adjunk valészintiségi modellt arra, hogy egy pontot egyenletes
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eloszlassal az egységintervallumra ledobunk. Arra, hogy két pontot dobunk le
egyenletes eloszlassal az egységintervallumra. Arra, hogy egy pontot egyenletes
eloszlassal az egységnégyzetre dobunk le.

Megoldas: Tekintsiik el6szor a szabdalyos pénzdobéas egy lehetséges modelljét. Le-
gyenek az elemi események a végtelen fej—iras sorozatok. A biztos esemény az
Osszes végtelen fej—iras sorozatot tartalmazé halmaz. Az (2, A, P) valdszintiségi
mez6 definicidjaban eddig csak az () halmazt adtuk meg. Eloszor definidljuk az
A o-algebrat, azon események, az {2 azon részhalmazainak a rendszerét, ame-
lyeknek tudunk a valésziniiségérol beszélni. Ez a korabbi egyszerii, véges sok
lehetséges kimenetet tartalmazé modellektdl eltéréen nem tartalmazza €2 minden
részhalmazat. Természetes megkivanni, hogy A tartalmazza azokat az eseményeket,
amelyek leirjdk az elsé n dobds eredményét valamely egész n szamra. Azaz A tar-
talmazza a kovetkez6 halmazokat. Tekintslink egy n hosszusagi (..., F,...,I,...)
fej—irds sorozatot, és legyen A(...,F,...,I,...) azon végtelen fej—irds sorozatok
halmaza, amelyek els6 n jegye megegyezik ennek a sorozatnak az elemeivel. Van
egy olyan viszonylag egyszerli tétel, amely szerint létezik egy ezeket a halmazokat
tartalmazo legsziikebb o-algebra, és ez lesz az A o-algebra. Az elébbi (el6irt els6 n
jegyet tartalmazé A(..., F,...,I,...) halmaz, valszintisége legyen 27". Ez jelenti
azt, hogy a dobdsok szabalyosak voltak. A mértékelmélet egy mély tétele szerint ez
a halmazfiiggvény egyértelmien kiterjeszthetd, mint egy o-additiv halmazfiiggvény,
az A o-algebrara, és ez lesz a P val6szintiségi mérték. A kovetkezo feladatban példat
latunk arra, hogy ennek a ténynek meglepden mély kovetkezményei is vannak.

Egy véletleniil ledobott pont helyének a modelljére hasonlé logika (és hasonld
mértékelméleti eredmények) segitségével lehet példat adni. Legyen Q a [0,1] in-
tervallum, A az [a,b] C [0, 1] intervallumok, A az ezen intervallumok &ltal generalt
legszlikebb o-algebra. (Ezt a [0, 1] intervallumon értelmezett Borel o-algebranak
nevezik az irodalomban.) Legyen P([a,b]) = b —a, ha 0 < a < b < 1, és egy
A € A halmaz valészintlisége legyen az el6bb definidlt halmazfiiggvény egyértelmii
kiterjesztése, mint o-additiv halmazfliggvény a A o-algebrara. Ezt nevezik az iro-
dalomban Lebesgue-mértéknek.

Két egymastol fiiggetleniil, véletleniil ledobott pont helyének a modelljére hasonld
modell adhaté. Ekkor ©Q = [0, 1] x [0, 1], (az Osszes lehetséges kimenet halmaza), A
az [a,b] x [c,d] C [0,1] x [0,1] alakd halmazok &ltal generalt o-algebra, P([a,b] X
[c,d]) = (b—a)(d — ¢), és a P mérték ennek a halmazfiiggvénynek az egyértelmii
o-additiv kiterjesztése. Ez a modellje egyben annak is, ha egy pontot dobunk le az
egységnégyzetre.

. Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk végtelen sokszor. Mutassuk meg, hogy annak
valoszinlisége, hogy az n-ik dobasban lesz az 5. fejdobas, n > 5, ("4_1)2_". Annak

o
valésziniisége, hogy legalabb 5 fejdobas van 1. > ("4_1)2_'” =1.
n=>5

Megoldds: Osszesen (n4_1) olyan n hosszusagu fej-irds sorozat van, melynek 5.
jegye fej, mert az els6 n — 1 helyen pontosan 4 fej kell, hogy legyen és az n-ik dobas
fej. Mivel minden n hosszisagu fej—irds sorozat 27" valdszintiséggel jelenik meg,
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ezért a keresett valdsziniiség ("21)2_”. Tekintsiink egy nagy N szamot. Annak

valészintisége, hogy az elsé N dobasban nincs fej, 27, igy annak a valészintisége,
hogy legaldbb 1 fejdobds van 1 — 27V, Hasonlé érvelés mondhaté el annak a
valészintiségére, hogy az N + 1-ik és 2N-ik 2N + 1-ik és 3N-ik dobés kozott 1 —2~N
valészintiséggel van fej-dobas, stb. Ezért annak valdszintisége, hogy van 5 fej-dobas
nagyobb, mint (1 — 27V)® tetszbleges N szdmra. Ez csak tigy lehetséges, hogy a
kérdezett valdsziniiség 1. Az utolsé azonossag ennek a ténynek az atirdsa, mert az
azonossag baloldalan annak valészinlisége szerepel, hogy valamely n > 5 szdmra,
az n-ik dobas az 6todik fej dobas.

. Két ember 8 és 9 éra kozott megjelenik egy téren egymastol fiiggetleniil és egyenletes
eloszlasal. Mind a kettd félorat var a masikra, és ha az addig nem jon, akkor
hazamegy. Mi a valészinlisége annak, hogy talalkoznak?

Megoldas: Tekintsiik az egységnégyzetet, és valasszuk azt a véletlen pontot az
egységnégyzeten, melynek x koordinataja megadja, hogy az els6 ember az y ko-
ordinataja pedig megadja, hogy a masodik ember ember mikor érkezett. Ekkor az
igy definidlt pont egyenletes eloszlasu az egységnégyzeten, azaz annak valdszintisé-
ge, hogy ez a pont az egységnégyzet egy (szép) részhalmazaba esik megegyezik e
halmaz teriiletével. Az, hogy a két ember taldlkozik azt az eseményt jelenti, hogy
az igy definidlt (x,y) pont az egységnégyzet

A:{(a),y): —%gy—xgé}ﬂ[(),l] x [0, 1]

részhalmazéaba esik. Ennek a halmaznak a tertilete 1 — 2 - é = %, és ez a keresett
valészintiség.

. Két egy méter hosszi botot véletlenszerlien, (egymastol fliggetleniil) egyenletes
eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot Osszeragasztjuk. Mi annak a valdszi-
niisége, hogy az igy kapott 1j bot hossza kisebb mint 0.8 méter?

Megoldas: Ez a feladat is hasonlé médon targyalhato. Tekintsiik az egységnégyze-
tet, és valasszuk azt a véletlen pontot az egységnégyzeten, melynek x koordinataja
megadja, hogy hol tortiik el az els6 botot az y koordinatdja pedig azt, hogy hol
tortiik el a méasodik botot. Ekkor az igy definidlt pont egyenletes eloszlasu az
egységnégyzeten. Az az esemény, hogy az Osszeragasztott bot hossza kisebb mint
0.8 megegyezik annak az eseménynek a valészintliségével, hogy az (z,y) pont a
kovetkezo Al, AQ, A3 és A4 halmazok Al U AQ U A3 U A4 uniéjéba esik: Al =
{(z,y): v +y <0.8}N[0,1] x [0,1], A2 = {(z,y): 2+ (1 —y) < 0.8} N[0, 1] x [0, 1],
As = {(z,y): 1 —24+y <08} N[0,1] x [0,1] és Ay = {(z,y): 1l —x+1—y <
0.8} N [0,1] x [0,1]. Rajzoljuk le ezeket a halmazokat. Az dbra mutatja, hogy az
A;UAyU A3 U Ay halmaz komplementere az a négyzet melynek cstcsai a (0.3, 0.5),
(0.5, 0,3), (0.7, 0.5), és (0.5, 0.7) pontok. Ennek a négyzetnek a teriilete, 0.08 tehat
a minket érdekl6 valdsziniiség 1 — 0.08 = 0.92.



