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DOLGOZAT FELADATOK

Legyen £ és n két fiiggetlen, exponencidlis eloszlast valdszinliségi valtozdé A = 1
paraméterrel, azaz legyen mind  mind 7 slriségfiiggvénye f(z) = e *, ha = >
0, és f(x) = 0, ha x < 0. Szamitsuk ki a 26 + 3n + 1 valdsziniiségi valtozé
striségfiiggvényét.

Van két urna, mind a ketté 10 darab piros és 20 darab fehér golyét tartalmaz.
Kihtizunk 10-szer egymaés utdn egy egy golyot a két urndbdl. Az els6 urnabdl
visszatevéssel, a masodik urnabdl visszatevés nélkiil huzunk golyét. Szamitsuk ki
azon huzasparok szaméanak a varhato értékét és szordsnégyzetét, amelyekben a két
kihuzott golyd szine megegyezik.

Ledobunk az egységkorre egy pontot egyenletes eloszlassal, azaz legyen annak a
valészinlisége, hogy a pont az egységkor egy A részhalmazaba esik %-szer az A
halmaz teriilete. Szamitsuk ki annak a & valdszintiségi valtozonak az eloszlas és
stirtiségfiiggvényét, amely megadja e véletlen pont tavolsagat a kor kdzéppontjatol.

A kovetkezd jatékot jatsszuk. Két szabalyos pénzdarabot feldobnak egymads utan
10 000 alkalommal. Ha egy dobéas eredménye két fejdobés akkor 2 forintot nyeriink,
ha az eredmény két irasdobas akkor 2 forintot vesztiink, ha az eredmény egy fej
és egy irasdobas akkor 1 forintot nyeriink. Adjunk jo becslést a mellékelt normaélis
eloszlastablazat alapjan annak a valészintiségére, hogy nyereményiink osszege 4850
és 5300 forint kozott lesz.

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk egymaés utan 101 alkalommal. Szamoljuk ki
azon dobasok szaméanak a varhaté értékét, amelyekben az el6z6 dobasnal szigorian
nagyobbat dobtunk.

Plusz feladat, amely nem tartozik szigortian a dolgozat feladatai kozé, de jo megol-
désaért jutalompont jar: Szamitsuk ki az 5. feladatban tekintett dobdsok szaménak
a szérasnégyzetét is. (Tehat azon dobédsokat tekintjiik, amelyekben az el6z6 dobés-
nal szigoran nagyobbat dobtunk. Ezt is meg lehet oldani a tanultak alapjan.)

Az alabbi négy allitas kozil melyik helyes és melyik nem:

a.) Ha & és n két valdszintliségi véltozd egy valdsziniiségi mezén, akkor a £ + n
osszeg varhato értéke egyenlo a & és n valdszinliségi valtozok varhaté értékének
az Osszegével, azaz E(§ +n) = E€ + En.

b.) Ha & és n két fiiggetlen valdsziniiségi valtozd egy valdsziniiségi mezén, akkor
a £ 4+ n Osszeg varhatd értéke egyenld a & és n valdszinliségi valtozdk varhatéd
értékének az Osszegével, azaz E({ +n) = B + En.

c.) Ha & és n két valoszintliségi valtozd egy valdsziniiségi mezén, akkor a £+ Gsszeg
szorasnégyzete egyenlo a & és n valdszintliségi valtozok szérasnégyzetének az
Osszegével, azaz Var (§{ +n) = Var& + Varn.

d.) Ha £ és n két fliggetlen valdszintiségi valtozé egy valésziniiségi mezén, akkor a
&+ n Osszeg szérasnégyzete egyenlo a & és 1 valdszintiségi valtozok szordsnégy-
zetének az Osszegével, azaz Var (£ +n) = Var 4 Varn.



MEGOLDASOK

1. Ha egy & valdszintiségi véltozénak F(x) az eloszlas és f(z) a sirliségfiiggvénye,

akkor a 2§ valdszintiségi valtozénak F'(5) az eloszlds és % f (%) a stirtiségfiiggvénye.
1e7®/2 hax > 0, és
g(z) = 0, ha < 0. Hasonléan 3n stirliségfiiggvénye h(x) = %exp_l’/?’, ha z > 0,
h(x) =0, ha z < 0. Mivel 2¢ és 3n fiiggetlenek, 2¢ + 3n striiségfiiggvénye k(z) =
f*g(z). Innen

k(z) = l/x e—ul3e—=u)/2 gy _ L a2 /x o6 gy
6
0 0

_ 6733/2(632/6 . 1) _ efa:/S . ef:c/Q’

Innen a 2§ valésziniiségi valtozé stirtiségfiiggvénye g(x) =

ha = > 0 nulla, és k(z) = 0, ha x < 0. A 2§ + 3n + 1 valésziniiségi valtozd
stirtiségfiiggvénye k(z—1), azaz u(x) = e~ @"D/3 —e=@=1/2 hax > 1, ésu(z) = 0,
ha z < 1.

2. Vezessiik be a §;, 1 < j < 10, valészinliségi valtozokat, amelyekre {; = 1, ha a j-ik
htzasban két azonos szinl golyét huztunk, és nulla ha kiilonboz6 szinti golydkat
hiztunk. A feladat megoldasa érdekében ki kell szémolnunk az E¢;, Varg; és

Cov (§5,&k), j # k mennyiségeket. EE¢; = ——|—— , mert § valészinfiséggel hiizunk
két piros és % valészintiséggel két fehér golyot Ha,sonlo meggondoldsbdl Var; =
é — (8)2 = 20 . A Cov (&5, &) kiszdamolasahoz el6szor az EE;&y, j # k, mennylseget
kell meghataroznunk Ennek értéke FE;E, = é % ——|—l 2 §—§+§ %5}3_8++§ § %8 =
4 4 7
35022 = 5r.95- Innen Cov (fﬂvfk) 123132 _Eijfk 5720~ 8 = aras =
— 515~ Innen a vizsgdland6 S = Z & Osszeg vérhatd értéke ES =105 = 20,
j=1
10
szordsnégyzete Var S = 3 Var&; +2 Y. Cov(&,&) =10 20 — 90+ 55 =
j=1 1<j<k<10

290—-9 __ 5620
20 81- 29 T 81-29°

3. A ledobott pont akkor keriil az origétdl = tavolsagnal kozelebb, ha az origd koriili
x sugard korbe esik. Ennek valdészintisége 22, ha 0 < z < 1, tovabb4 1, ha z > 1, és
0, ha x < 0. Innen a keresett eloszlasfiiggvény F(x) = 2%, ha 0 <z <1, F(z) = 0,
ha x < 0, és F(x) = 1, ha x > 1. A silirliségfiiggvény ennek derivéltja, tehdt a
stiriségfiiggvény f(z) =2z, ha 0 <z <1, és f(x) = 0 egyébként.

10 000
4. Jelolje &; a j-ik jatékban szerzett nyereményiink értékét, és legyen S = > ¢&;.

j=1
Ekkor minket a P(4850 < S < 5300) valészinliség értéke érdekel. Szamitsuk
ki a fiiggetlen és egyforma eloszlasi &; Valészinﬁsegi valtozok varhatd értékét és

szérdsnégyzetét. P(& = 2) = P(§ = —2) = 1, és P(&§ = 1) = 1. Innen

E¢; = 5, BE = 2, Varg; = EE — (E)? = 4, ES = 5000, Var S = (150)2. Innen

P(4850 < S < 5300) = P (—1 < 3% < 2), és ez a centralis hatareloszlastétel

szerint kozelitleg ®(2) — ®(—1) = ®(2) + ®(1) — 1 = 0.9772+0.8413 — 1 = 0.8185.




D.
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Jelolje &; azt a valészintiségi valtozét, amelynek értéke 1, ha a j + 1-ik dobds

értéke (szigorian) nagyobb, mint a j-ik dobas értéke, és 0 egyébként, 1 < 5 < 100.
100

Ekkor minket az S = ) §; valdszintiségi valtozé varhaté értéke érdekel. Viszont
j=1

E§ =P =1)= 5 L(54+4+3+2+1) = 12, mert annak a valdsziniisége, hogy a

j-ik dobas valamilyen el6irt 1 és 6 kozottl l1 a j + 1-ik dobés pedig valamely el6irt

1 és 6 kozotti Iy értéket vesz fel, = 56- Ha a j-ik dobds értéke 1, akkor a j + 1-ik

dobas 5 kiilonb6z6 ennél nagyobb értéket vehet fel, ha a j-ik dobas értéke 2, akkor

o ) 500
4-et, és igy tovdabb. Innen ES = 100E¢; = 5.

Az 5. feladatban szerepl6 S valdszintliségi valtozé szérasnégyzetét kell kiszamol-
nunk. Viszont,
100
Var S = ZVarQ +2Z Z Cov (&5, &k).

j=1j<k<100

Masrészt Cov (§,&,) = 0, ha k > j 42, mert ekkor §; és & fiiggetlen valdszintiségi
véaltozok. Ezenkivil FE;&;41 = ﬁ (g) = 5%, mert minden lehetséges 3 hosszisdgu

dobéassorozatnak a valdszintisége ﬁ, és (g)—féle harom hosszﬁségﬁ szigorl’lan n('j—
5 (5)? = 2 _
54 ()" = 4327 B = 127

2
varg =5i —(&)" = 25, Var S = 100Var&; + 2 - 99Cov (&;,&) = 3500 70.99

144 — 72
Az a) b) és d) allités igaz, a c) allitds hamis.

vekvé dobdssorozat van. Ezért Cov (§;,&41 =



