Folytonos idejii Markov-lancok.

A folytonos idejii Markov lancok és Markov folyamatok elméletét nem fogom olyan
részletesen targyani, mint a diszkrét Markov lancokét. Megelégszem néhany fontos
probléma és eredmény ismertetésével.

Lattuk, hogy diszkrét idejii Markov-lancok atmenetvaldszintiségeinek megadésdhoz
elegendd az egy lépéses P(i,j) = P(1,i,7) dtmenetvalésziniiségeket definidlni. Ezek
ismeretében az n-lépéses P(n,i,j) valészinliségeket ki lehet szdmolni az n lépésszam
szerinti teljes indukciéval a

P(n,i,j)= Y. P(n—1,i,k)P(k,j)
k:Er€€&

Chapman—Kolmogorov azonossag segitségével tetszleges n pozitiv egész szamra ki
tudjuk szamolni. Szeretnénk megtalalni ennek az eredménynek a folytonos idejii meg-
felel6jét. Ebben az esetben nincsen a 0 idépont utan kozvetleniil kovetkezo idopont.

Viszont tekinthetiink egy kis h szamot, és felirhatjuk a P(t + h, i, j) id6pontbeli atme-
P(t+h,i,j)—P(t,i
h

netvaloszintiségeket és a .4) differenciahanyadost a Chapman—Kolmogorov
azonossag segitségével. Ezutan a h szammal 0-hoz tartva egy olyan differencidlegyenletet
kapunk az atmenetvaldsziniiségekre, amely segit megérteni a Markov-lanc atmenetva-
16szintiségeinek a viselkedését. Abbdl a célbdl, hogy ezt jobban megértsiik, tekintsiik
elOszor a véges sok Fi, ..., Ey allapotot felvevéo Markov-lancokat, és vizsgaljuk ennek
P(t,i,j) = P(X(t) = E;|X(0) = E;) atmenetvaldsziniiségeit és az dtmenetvalészint-
ségek &ltal meghatdrozott II(t) = (P(t,4,7)) k x k méretli (sztochasztikus) atmenet
matrixokat, ¢ > 0. Be fogjuk latni egy egyszerti Tétel segitségével, hogy amennyiben a
I1(t) d&tmenet métrixok rendszere differencialhaté fiiggvénye a ¢ > 0 idéparaméternek,
akkor a Markov-lanc eloszlasainak viselkedése a t > 0 egyszerlien megadhaté a idépont
fiiggvényében, mint egy linedris differencidlegyenlet megoldasa. Elétte megfogalmazok
egy itt nem bizonyitott eredményt, amely azt mondja ki, hogy az azt kovetdé Tétel
feltételei nagyon altalanos feltételek mellett teljesiilnek.

Propozicié. Ha egy véges dllapotterd folytonos ideji Markov-ldnc 11(t) dtmenetmdt-
rizai, t > 0, folytonosak a nullaban, akkor azok derivdlhatoak is minden t > 0 szdamra.

Tétel véges allapotteri folytonos idejii Markov-lancok eloszlasainak viselke-
désérol. Legyen X (t), t > 0 Markov ldnc egy k (véges) elemi E, ..., Ey dllapottéren
P(t,i,j) = P(X(t) = E;|X(0) = Ey) dtmenetvaldsziniségekkel. Jeldlje

I(t) = ((P(t,i,)), 1<4,j<k =0,

a Markov-lanc atmenetvaldsziniiség matrizait. Tegyik fel, hogy a 11(t) mdtriznak létezik
a (jobboldali, koordindtdinként vett) differencidalhdnyadosa a t = 0 pontban. Jeldlje a
Q mdtriz ezt a differencidlhdnyadost. Ha P(t) = (P(t,1),...,P(t,k)), t > 0, jeldli a
Markov-ldnc t idépontbeli eloszldsdt, azaz, P(t,j) = P(X(t) = Ej), akkor ez a vektor
értéki fiigguény teljesiti a ;

SP(B) = PMQ. 120,



differencidlegyenletet, amelynek megolddsa

ahol P(0) = (P(0,1),...,P(0,k)) a Markov-ldnc eloszldsa a nulla idépontban.

A tétel bizonyitdsa. A (staciondrius) Markov tulajdonsigai miatt P(t+ h) = P(¢)II(h),
ahonnan w = P(t)%, ahol I az identitds matrixot jeloli. Mivel I1(0) = 1,
a fenti azonossdgbol h — 0 hataratmenettel kovetkezik a felirt differencidlegyenlet.
(Némi plusz munkdval, amit most elhagyunk be lehet bizonyitani, hogy a fenti h — 0
hataratmenet negativ h szamokra is igaz. Ez konnyen lathato, ha el6szor megmutatjuk,
hogy P(t) a t valtozo folytonos fiiggvénye.) A tétel masodik allitdsa a linearis differen-
cidlegyenleteknek az analizisben tanult megoldasabdl kovetkezik.

Elsé megjegyzés. A tételben szerepld ) matrixot a Markov-ldnc infinitezimalis operato-
ranak hivjak az irodalomban.

Midsodik megjegyzés. Az e'? kifejezést a @ métrix Jordan alakjanak a felirdsa segitsé-
gével érdemes kiszamolni. Ha a ) métrixnak megtaldljuk a J Jordan alakjat, akkor
a Q matrixot reprezentalhatjuk Q@ = CJC~! alakban alkalmas invertalhaté C' métrix
segitségével, és ekkor e!@ = Cet/C~'. A J Jordan alaki matrix e?’ alaki fiiggvénye
egyszerlen kiszamithato.

Feladat. Mutassuk meg, hogy a () matrix sorosszegei nullaval egyenloek.

Meg akarjuk mutatni, hogy a véges sok allapotot felvevé Markov-lancokhoz ha-
sonléan, megszamlalhatéan sok allapotot felvevée Markov-lancoknak az dtmenetvaldszi-
niiségei is teljesitenek olyan differencidlegyenletrendszereket, amelyek fontos szerepet
jatszanak a Markov-lancok viselkedésének a tanulmanyozasaban. Ebben az eléadasban
két fontos specidlis modellt fogunk vizsgalni részletesebben, a sziiletési és sziiletési és
halalozasi folyamatokat. Megmutatjuk, hogy ezek ‘infinitezimélisan kis’ idéintervallum
alatt bekovetkezett megvaltozasainak ismeretében fel lehet irni olyan differencidlegyen-
leteket, amelyek lehetové teszik e folyamatok atmenetvaldszintiségeinek kiszamitasat
tetszoleges iddintervallumban.

Felmeriil az a kérdés, hogy ezeknek a Markov-folyamatok atmenetvaldsziniiségeit
meghatarozé differencidlegyenletekneknek egyértelmii-e a megoldasuk. Kideriilt, hogy
ez az egyértelmiiségi kérdés nem pusztan technikai probléma, hanem olyan a Markov-
lancok viselkedését leiré bonyolultabb jelenségekhez kapcsolédik, amelyek mar a leg-
egyszeriibb modellekben, a sziiletési folyamatokban is megjelennek, és vizsgalatuk a
Markov-folyamatok elméletének fontos része. Két kiillonbozo differencidlegyenletrend-
szert, az ugynevezett Kolmogorov-féle forward és Kolmogorov-féle backward differen-
cidlegyenleteket fogunk felirni és alkalmazni vizsgalatainkban. Késobb bebizonyitjuk és
targyaljuk ezeket a differencidlegyenleteket altalanos Markov-folyamatok esetében is.

Mind a sziiletési mind a sziiletési és haldlozasi folyamat olyan Markov-lanc, amely-
nek allapottere az &€ = {0,1,2,...} természetes szdmok halmaza. A tekintett mo-
dellek olyan Markov-lancok, amelyek egy populacié fejlodését irjak le. Annak, hogy
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X (t) = j az a szemléletes tartalma, hogy a Markov-lanc dltal leirt populdcié 1étszama
a t idépontban j. A (staciondrius) Markov-lanc teljes definici6jdhoz meg kell ad-
nunk a P(t,i,7) = P(X(t) = j|X(0) = 0) dtmenetval6sziniiségeket. Mind a sziiletési
mind a sziiletési és haldlozasi folyamat definicidjaval meg fogunk adni egy aszimp-
totikus formuldt a P(t,4,j) dtmenetvaldsziniiségek értékére kis ¢ szamok esetére a mo-
dell paramétereinek tekintett szamok segitségével. Azt mondjuk, hogy egy Markov-
lanc sziletési vagy sziiletési és halalozasi folyamat az adott paraméterekkel, ha annak
atmenetvaldszinliségei teljesitik az eloirt aszimptotikus formulét.

Sziiletési folyamat definiciéja. Azt mondjuk, hogy egy X (t), t > 0, idbben folytonos
(stacionarius) Markov-lanc az € = {0,1,2,...} dllapottéren sziletési folyamat \g, A1,
. paraméterekkel, ha P(t,i,j) = P(X(t) = j|X(0) = i) dtmenetvaldsziniségei tel-
jesitik a
P(h,i,i+1)=Xh+o(h), P(h,i,i)=1—XNh+o(h), és
P(h,i,j) =o0(h), haj#iésj#i+1 h— 0 esetén

reldciot.

A sziiletési folyamat definicigjanak szemléletes tartalma nyilvanvalé. A populacié
tagjai nem halnak meg, és egy 7 elemii populacioban kis h id6 alatt 1 1j egyed sziilethet
kozelitoleg \;h valészintiséggel.

Sziiletési és haldlozasi folyamat definiciéja. Azt mondjuk, hogy eqy X(t), t > 0,
idében folytonos (staciondrius) Markov-ldnc az € = {0,1,2,...} dllapottéren sziiletési
és haldlozdsi folyamat Ao, A1,... €s po, g, - - . paraméterekkel, (uo =0), ha P(t,i,j) =
P(X(t) = j|X(0) = i) dtmenetvaldsziniségei teljesitik a

P(h,i,i+1)=Xh+o(h), P(h,i,i —1)= u;h+ o(h),
és P(h,i,j) =o0(h), haj#1iésj#i+t1 h— 0 esetén
reldciot.

A sziiletési és halalozasi folyamat definicidja a sziiletési folyamathoz hasonléan in-
terpretalhato. Egy i elemii populaciéban kozelitoleg \;h valdszinliséggel torténik egy
sziiletés, p; valészinliséggel torténik egy haldlozas kis h ido alatt.

Tekintsiink egy sziiletési folyamatot, \g, A1, ... paraméterekkel tetszoleges kezdeti
t = 0 id6pontbeli eloszldssal, és jelolje P, (t) annak a valésziniiségét, hogy a Markov-lanc
a t idopontban az n allapotban van. Ekkor

Po(t+h) = (1 — hAp)Pu(t) + hAn_1Po_1(t) + o(h), han>1, ésh—0,

és
Py(t+h) = (1= Xoh)Py(t) +o(h), hah—0,
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mert a t + h idépontban (elhanyagolhatéan kis valésziniiségli eseményeket figyelment
kiviil hagyva) vagy igy lehet a populdciénak n eleme, hogy az n id6pontban a popula-
cionak n eleme van és az adott idointervallumban nem kovetkezett be sziiletés, aminek
valésziniisége P, (t)(1 — A,k + o(h)) vagy a populdciénak a ¢t idépontban n — 1 eleme
van, és az adott idéintervallumban egy sziiletés tortént. Ez utébbi esemény valdszinlisége
Py 1(t)An_1h + o(h). Atrendezve az elsé egyenletet kapjuk, hogy

Pa(t+h) = Pu(t))
h

= -\ Po(t) + A1 Pa—1(t) +0(1), han>1, ésh —0,
ahonnan h — 0 hataratmenettel kapjuk, hogy
Pl (t) = =X\ Po(t) + Au—1Pn—1(t), han>1. (1a)

Hasonldéan

Py(t) = —AoPo(t). (1b)

A sziiletési folyamat atmenetvaldszintiségeit megadd differencidlegyenletek fenti leveze-
tésében nem fogalmaztuk meg azokat a feltételeket, amelyek sziikségesek ahhoz, hogy a
benne szereplé hataratmeneteket végrehajthassuk. A sziiletési és sziiletési és haldlozasi
folyamatok ismertetése utan fogom targyalni azt, hogy milyen feltételek mellett érvé-
nyesek az ott felirt egyenletek és azok altalanositasai.

Vegyiik észre, hogy rogzitve egy ¢ > 0 szamot és tekintve P;(0) = 1, P;(0) = 0,
ha j # i kezdeti feltételt, az (1a), (1b) differencidlegyenlet rendszer rekurziv médon
megoldhaté. Azt kapjuk, hogy P;(t) = 0 a 0 < j < i esetben minden ¢t > 0 szamra.
Ezutén indukciéval megoldhaté az (1a) egyenletet elészor az i paraméterre, majd ezutén
indukciéval j =i =1, j = i + 2 szdmokra és igy tovabb.

Létszélag ilyen modon kielégito leirasat kapjuk ezaltal a tiszta sziiletési folyama-
toknak. Valéjaban szamos kérdés nyitva maradt. Tisztaznunk kell, hogy a kapott
megolddsrendszer teljesiti-e a Chapman-Kolmogorov egyenleteket, azaz tekintheté-e egy
Markov-lanc atmenetvalészintiségeinek. Erre a kérdésre igenl6 a vélasz, de a bizonyitast

oo
elhagyjuk. Ugyancsak érdekes kérdés, hogy a kapott megoldas teljesiti-e a > P(t,i,j) =
j=1
1 egyenletet minden ¢ > 0 szdmra, ha ez a relacié teljesiti ezt az egyenletet ¢ = 0 szamra.
Ez az 6sszeg mindig kisebb vagy egyenld, mint 1, de el6fordulhat, hogy szigorian kisebb,
mint 1. Ennek sziikséges és elégséges feltételét tartalmazza az alabbi tétel, amelynek
bizonyitasat elhagyom, de adok egy heurisztikus magyarazatot ra.

Tétel sziiletési folyamatok viselkedésérol. Tekintsik egy Ao, A1, ..., paraméte-
rekkel definidlt X (t), t > 0, sziletési folyamatot P(t,i,j) = P(X(t) = j|X(0) = i)

dtmenetvaldsziniiségekkel. A > P(t,i,7) = 1 azonossdg teljesil minden t > 0 szdmra,

j=i
o.@] oo o0

ha Y - =o00. Ha Y. 3~ < oo, akkor Y P(t,i,j) < 1 minden t > 0 szdmra.
n=i n=i j=i
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Az eloz6 tétel annak a sziikséges és elégséges feltételét adja meg, hogy a sziiletési
folyamat populacidjanak létszama egy alkalmas véges iddintervallumban pozitiv valdszi-
niiséggel eléri a végtelent. Ha ez bekdvetkezik valamely [0, o] idSintervallumban, akkor

o0

> P(t,i,7) < 1 minden t > tg szdmra. Ha van ilyen ty szdm, akkor minden ¢ > 0 ilyen
j=i

szam.

Az alabbi feladat segithet az el6z6 tétel okanak megértésében.

Nem kotelezo feladat. Tekintsiink egy idében folytonos, stacionarius Markov-lancot
valamely £ = {Ej, Es, ...} allapottéren P(t,i,j) = P(X(t) = E;|X(0) = E;) atme-
netvalésziniiségekkel. Tegytik fel, hogy a P(t, j, j) folytonos fiiggvény. Mutassuk, hogy
ebben az esetben F(t) = P(X(u) = E;minden 0 < u < t idépontra| X (0) = E;) = e~ %!
alkalmas A\; > 0 szdmmal, azaz az E; allapotban valé allandé tartézkodas hosszanak
ideje exponencidlis eloszlasu.

Segitség: Vegyiik észre, hogy F(t + s) = F(t)F(s). Ha az F(t) fliggvény a nulldban
folytonos, akkor a fenti egyenletnek F(t) = e~ *, X\ > 0, alakt a megoldésa.

A fenti feladat eredménye mutatja, hogy egy idében folytonos Markov-folyamat
egy id6pontban exponencialis sok ideig tartozkodik. Egy sziiletési folyamatban az n
helyen valé tartozkdédas &, ideje exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozé A = A,
paraméterrel. Tovabbd ezek a valdszinliségi valtozok kiilonbozo n indexekre fiiggetlenek.
Az i allapotbdl indulé sziiletési folyamat akkor és csak akkor éri el a végtelent véges id6

o
alatt, ha >~ &, < oo. A valdszinliségszamitds klasszikus eredményeibél (Kolmogorov-
n=¢

féle harom sor tétel) lehet latni, hogy ez az Gsszeg egy valdsziniiséggel divergal, ha
o o

> )\L = 00, és egy valdszinliséggel konvergal, ha > /\L < 00.

n=i n=i

A sziiletési folyamat atmenetvalészintiségeit leird (1a) és (1b) egyenletek a Kolmo-
gorov-féle forward egyenletek specialis esetei. KésObb targyalni fogom ennek az egyen-
letnek pontos megfogalmazasat és bizonyitasat. Ez az eredmény felveti azt a kérdést is,
hogy van-e a olyan sziiletési folyamat, amelynek atmenetvaldszintiségeit nem lehet meg-
taldlni a Kolmogorov-féle forward egyenlet megoldasaiként, mert nem elégiti ki ennek
az egyenlet érvényességéhez sziikséges Osszes feltételt. Erre a kérdésre igenld a vélasz,
de ennek okara csak heurisztikus magyarazatot adok, a részletes bizonyitast elhagyom.

A sziiletési és haldlozasi folyamat hasonléan vizsgalhaté a sziiletési folyamatokhoz.
Ha a sziiletési és haldlozéasi folyamat paraméterei Ao, A1, ..., illetve ug, p1,..., akkor
annak P, (t) valészintisége, hogy a folyamat a ¢t idépontban az n értéket veszi fel teljesiti
a

Po(t+h) = (1—h(hn + 11n))Pu(t) + BAn_1Pa_1(£) + hpini1 Pay1(t) +o(h), han > 1,
és h — 0, és
Po(t —|— h) = (1 — )\Oh)Po(t) —|— h/utlpl(t) —|— O(h), ha h — O,
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egyenleteket, ahonnan h — 0 hataratmenettel kapjuk, hogy
Po(t) = =M+ pn) Po(t) + A1 Pac1(8) + png1 Paga(t), han>1.  (2a)

Hasonléan
Py(t) = —XoPo(t) + pa Py (t). (2b)

Ez a sziiletési és halalozasi folyamatrol szolé Kolmogorov-féle forward egyenlet, amelyet
hasonléan indokolhatunk, mint a sziiletési folyamatokrdl szélé egyenletet. Ebben az
esetben a megoldas nem irhaté fel olyan explicit mdédon, mint a sziiletési folyamat
esetén, és nem adhatd egyszerii univerzalis valasz arra a kérdésre sem, hogy mikor jut
el egy ilyen folyamat véges id6 alatt pozitiv valészinliséggel a végtelenbe.

A Kolmogorov-féle backward egyenleteknek is el0szor a sziiletési és sziiletési és
halalozasi folyamatok esetén érvényes alakjat ismertetem roviden. A sziiletési folyama-
tok esetében érvényes a

P(t+h,i,j) = (1 =X Nh)P(t,i,7) + \ihP(t, i+ 1,5) + o(h)

reldcié érvényes, mert el6szor a [0, h], majd a [h,t + h| intervallumot figyelve annak
valészintiségét, hogy a sziiletési folyamat ¢ 4+ h id6 alatt az ¢ allapotbdl a j allapotba
jut ugy irhatjuk fel, mint annak a valésziniisége, hogy a folyamat a [0, h]| id6 alatt az i
allapotot nem valtoztatja, majd ¢ id6 alatt az ¢ allapotbdl a j allapotba jut, plusz annak
a val6szintisége, hogy a [0, h] id6 alatt az ¢ allapotbdl az i + 1 dllapotba jut, majd ¢ id6
alatt az i+ 1 dllapotbdl a j dllapotba jut plusz egy o(h) nagysagu esemény valdsziniisége.
A tekintett események koziil az els6 valoszintiség koriilbeliil (1—A;h)P(t, 1, j), a masodik
pedig A\;hP(t,i+1,7). A felirt aszimptotikus relaciébdl azt kapjuk h — 0 hatardtmenet
segitségével, hogy

P'(t,i,5) = =NiP(t,i,5) + NiP(t,i +1,7). (3)

Ez a Kolmogorov-féle backward egyenlet a sziiletési folyamatra. A sziiletési és haldlozési
folyamat esetében hasonlé indoklassal kapjuk, hogy

ahonnan

A (3) és (4) formuldban felirt backward egyenletek kapcsolata az (1a), (1b) illetve (2a),
(2b) forward egyenletek kapcsolatanak megértése alaposabb vizsgalatot igényel. Ennek
érdekében el6szor felirjuk a forward és backward egyenleteket az altalanos esetben

Az alabbiakban a Kolmogorov-féle forward és backward egyenleteket bebizonyitjuk
tetszoleges Markov-lancokra. Erdemes ezt a kérdést kissé altaldnosabban vizsgalni, és
nem feltétleniil staciondarius, id6ben folytonos, legfeljebb megszamlalhaté sok kiilénb6z6
értéket felvevé Markov-lancokat tekinteni.



Legyen X(t), t > 0, nem feltétleniil staciondrius Markov-lanc egy véges vagy
megszamlalhatéan végtelen € = {Ey, Es,...} allapottéren, P(s,t,i,j) = P(X(t) =
JIX(s) =1), 0 < s <t < oo, dtmenetvaldsziniiségekkel. Ezek az dtmenetvaldsziniiségek
teljesitik a

P(s,t,i,j) = Z P(s,u,i,k)P(u,t,k,j) s<u<t (5)
k:Ej,€E

Chapman—Kolmogorov egyenleteket. Megmutatjuk, hogy amennyiben az atmenetvalé-
szinliségek teljesitenek bizonyos folytonossdg jellegli feltételeket is, akkor kielégitenek
bizonyos differencidlegyet rendszert is. Sot két kiilonbozé differencidlegyenletrendszert

is levezethetiink. Az egyiket, az igynevezett Kolmogorov-féle forward differencidlegyen-
P(s,t+h,i,j)—P(s,t,i
h

letrendszert gy kapjuk, hogy tekintiik a :J) differenciahanyadosokat,
illetve ezek limeszeit h — 0 esetén, és a P(s,t + h,i,7j) atmenetvaldsziniiséget gy
szamoljuk ki a Chapman—Kolmogorov egyenlet segitségével, hogy kovetjiik annak valo-
szinliségét, hogy az s idépontban az E; dllapotban tartézkodé trajektoria a t idopontban
eljut valamely FEj, édllapotba, majd onnan h id6 milva az E; allapotba jut. A mésik
egyenletrendszert, a Kolmogorov-féle backward differencidlegyenletrendszert tgy kap-
juk, hogy a Pls:tig )_5(S_h’t’i’j ) differenciahanyadosokat, illetve ezek limeszeinek viselke-
dését vizsgdljuk h — 0 esetén. Ebben az esetben a P(s—h,t,1, j) dtmenetvaldszintiséget
ugy széamoljuk ki a Chapman-Kolmogorov egyenlet segitségével, hogy kovetjik annak
valoszinliségét, hogy az s — h idépontban az F; allapotban tartozkodd trajektoria h
idépont mulva eljut valamely F}, dllapotba, majd onnan ¢ — s id6 milva az F; allapotba
kertil.

Mind a Kolmogorov-féle forward mind a Kolmogorov-féle backward egyenlet tel-
jesiiléséhez bizonyos feltételeknek teljesiilni kell. Elészor megfogalmazom azokat az 1a),
2a), 3a) feltételeket, amelyek teljesiilése esetén be tudjuk bizonyitan a Kolmogorov-féle
forward egyenleteket, majd megfogalmazom és bebizonyitom ezeket az egyenleteket.

1la) feltétel: Minden Ej, allapothoz létezik olyan ck(t) > 0 fiiggvény, amelyre

1-P

_ : N _—
Lim h ck(t) minden t > 0 szdmra (6)

2a) feltétel: Minden Ey, és E;, E; # Ej, éallapotparhoz és t idéponthoz léteznek olyan
folytonos py, ;(t) ‘atmenet valészintiség’ fliggvények, melyekre teljestil, hogy

. P(t7t + h? k? j)
lim =
h—0 h

ce(t)pr,;(t) J#k (7)
reldcié, ahol ¢k (t) az 1a) feltételben szerepld fiiggvény. Tovabba,

Z pr;(t) =1, prir(t) =0 minden ¢t > 0 szdmra.
J:E;€E

3a) feltétel: A 2a) feltételben megfogalmazott (7) relaciéban vett hatarértékben a kon-
vergencia egyenletes a k valtozoban minden rogzitett j indexre és ¢ > 0 idépontra.
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Latni fogjuk, hogy a fenti feltételek teljesiilése esetén fel tudunk irni egy diffe-
rencialegyenletrendszert, amelynek megolddsa megadja a Markov-lanc atmenetvaldszi-
niségeit. Ez a hozzadllds természetes analogonja a véges allapottert folytonos ideji
Markov-lancok eloszlasainak viselkedésérdl szélo tételnek. A Markov-lanc atmenetvald-
szintiségeit annak segitségével prébaljuk meghatarozni, hogy az atmenetvaldsziniiség kis
idotartam alatt bekovetkezett valtozédsairél van informéacionk. Ez hasonlé az emlitett
tétel eredményéhez, amelyben a Markov-lanc infinitezimalis operatora segitségével ha-
taroztuk meg az atmenetvalésziniiségeket. Hasonld szellemet tiikroz a mechanika tu-
domdénya is, ahol egy rendszer mozgasat az annak lokélis kis id6 alatt kozelitoleg megadd
differencidlegyenletek segitségével probaljuk meghatarozni.

A fent megfogalmazott 1a) és 2a) feltételek természetesek. Az la) feltevés azt fejezi
ki, hogy kis id6 alatt a Markov-lanc csak kis valészintiséggel valtoztatja meg az allapotat,
annak a valdszinlisége, hogy megviéltoztatja kozelitéleg ardnyos a h idétartammal, és
természetesen fugghet attol, hogy melyik allapotban tartézkodik a Markov-lanc. Az,
hogy ez a valdszintiség fiigghet a t idéponttol, azzal fiigg 6ssze, hogy a Markov-lanc nem
feltétleniil staciondrius. Az la) feltétel tartalmanak jobb megértéséhez hozzajarulhat az
alabb megfogalmazott feladat is.

A 2a) feltétel azt fogalmazza meg, hogy ha a Markov-lanc a ¢ id6pontban vagy egy
ehhez kozeli iddpontban megvaltoztatja az allapotét, és egy E; allapotbdl a valamely
mas allapotba ugrik, akkor annak valdszintlisége, hogy az 1j allapot valamely Fj allapot
lesz, az kozelitSleg valamely p; ;(t) valdsziniiség. Ertelemszertien, p;;i(t) = 0. A 3a)
feltétel viszont tisztan technikai jellegli. Ez a feltétel a forward egyenlet gyengeségeit
tikrozi. Van olyan Markov-lanc, amelynek dtmenetvaldsziniiségeit nem kaphatjuk meg
az alabb ismertetendé Kolmogorov-féle forward egyenlet megoldasaként, mert a Markov-
lanc dtmenet valdszintiségei nem teljesitik a 3a) tulajdonsdgot.

A Kolmogorov-féle forward differencidlegyenletek. Legyen X (t), t > 0, (nem
feltétleniil staciondrius) folytonos idejii Markov-lanc eqy € = {E1, Es, ...} dllapottéren
P(s,t,i,j) = P(X(t) = E;|X(s) = E;) dtmenetvalosziniiségekkel. Ha ezek az dtmenet-
valdsziniségek teljesitik az 1a), 2a) és 3a) feltételeket, akkor teljesitik az

aP(s, t? /1;’ j)

S = (0P (s, 5) + > Plstyi k)er()pr,; (1)

k:E,€&
egyenleteket is. Ezeket az egyenleket hiviak Kolmogorov-féle forward egyenleteknek.

Megjegyzés: A bizonyitasban ki fogjuk haszndlni, hogy a P(s,t,i,j) dtmenet-
valésziniiségek teljesitik az la), 2a) és 3a) feltételek mellett a Chapman—Kolmogorov
egyenletet, valamint ) P(s,t,4,7) < 1. Az utolsé reldciéban kisebb vagy egyenl6 jelet

J

irtam, mert lehetséges, hogy a folyamat “elt{inik” (lasd a sziiletési folyamatot, amikor a
populdcié véges id6 alatt végtelen lesz), de az dtmenetvalészintiségek Gsszege nem lehet
1-nél nagyobb. Hasonld megjegyzés érvényes a késébb targyalandé backward egyenletek
esetében is.



Bizonyitas. Az (5) Chapman—Kolmogorov egyenlet alapjan

P(s,t+h,i,j)= Y P(s,t,i,k)P(t,t + h,k, j).
k:Ep€&

Ennek az azonossagnak és az 1a) feltételben szerepl6 (6) formula alapjan

P(s,t + h,i,5) — P(s,t,1i,])

h
.  P(tt+hk,
= PGt + Y Plstik) IR )
k:E,€E, k#j

ahol o(1) azt jelenti, hogy a maradéktag tart 0-hoz h — 0 esetben. A 2a) feltétel

alapjan meg lehet becsiilni a w tortek hatarértékét, és mivel h — 0 esetén

ez a konvergencia egyenletes a 3a) feltétel alapjan, és > P(s,t,i,k) < 1, ezért a
k

}llir% P(s,t,1, k)w = P(s,t,i, k)ck(t)pr,;(t) hatdrérték alapjan megkapjuk a Kol-

mogorov-féle forward egyenletet. Innen ugyanis kévetkezik, hogy

P(t,t + h,k,7)
h

—cx()pr,;(t)| <e, hah < hle, j, ).

Ezért specidlisan az is igaz, hogy ci(t)pr,;(t) < A(j,t) alkalmas A(j,t) < oo szdmmal

minden £ indexre, igy a Kolmogorov-féle forward egyenlet jobboldaldn szerepl6é Osszeg

konvergens. (A fenti érvelésben >  P(s,t,i,k) < 1 egyenlStlenséget irtam és nem
k

egyenloséget. Ennek oka az, hogy nem akarunk kizarni olyan Markov-lancokat, amelyek-
ben a Markov-lanc véges ido6 alatt kiszalad a végtelenbe vagy egy hatarpontba. Lattuk,
hogy ilyen lehetGség mar a sziiletési folyamatokban is megjelenhet.)

Rétérek a backward Kolmogorov-féle egyenletek ismertetése. Ezek bizonyitdsa az
alabbi 1b) és 2b) feltételeken alapul.

1b) feltétel: Minden E; allapothoz létezik olyan c;(t) > 0 fliggvény, amelyre

h—0 h

= ¢j(t) minden ¢t > 0 szamra. (6")

2b) feltétel: Minden E; és Ey, E; # Ej, allapotparhoz és t idéponthoz léteznek olyan
folytonos p; 1 (t) ‘dtmenet valésziniiség’ fiiggvények, melyekre teljesiil, hogy
P(t—h,t, j,k
lim ( Y j? )
h—0 h

=ci(tpjr(t) J#k (7)
relacid, ahol c;(t) a 2b) feltételben szerepld fiiggvény. Tovabbd,

Z pik(t) =1, p;;({t) =0 minden t> 0 szdmra.
k:Ep€E



A fenti tulajdonsdgok természetes megfeleléi az la) és 2a) tulajdonsidgoknak. Vi-
szont nem fogalmaztam meg semmilyen a 3a) tulajdonsidgnak megfelel¢ feltételt. A
kovetkez6 eredményben megmutatom, hogy a Kolmogorov-féle backward egyenlet érvé-
nyességéhez elegendd a fent megfogalmazott 1b) és 2b) tulajdonsag.

A Kolmogorov-féle backward differencidlegyenletek. Legyen X(t), t > 0, (nem
feltétlendil staciondrius) folytonos idejii Markov-lanc eqy € = {FE1, Es, ...} dllapottéren
P(s,t,i,j) = P(X(t) = E;|X(s) = E;) dtmenetvalosziniiségekkel. Ha ezek az dtmenet-
valoszintiségek teljesitik az 1b) és 2b) feltételeket, akkor teljesitik az

0P(s,t,i,j . )

OPELLD o (Pls,ting) () Y Plostik Ipen(s)

s
k:E, €&

egyenleteket is. Ezeket az egyenleket hiviak Kolmogorov-féle backward egyenleteknek.

A tétel bizonyitdsa. Jelen esetben az (1) Chapman—Kolmogorov egyenletet a kovetkezd
formaban fogjuk hasznélni:

P(s—h,ti,j)= Y P(s—h,s,i,k)P(s,t,k,j).
k:Epe€&
Innen, és a (6’) formuldbdl kapjuk, hogy
P(s—h,t,i,j) — P(s,t,1,))
h
P(s—h,s,i,k)

= —ci(s)P(s,t,4,5) + Z A P(s,t,k,j) +o(1), (8)
k:EjcE ki

ahol o(1) azt jelenti, hogy a maradéktag 0-hoz tart, ha h — 0. A 2b) feltétel alapjin

}llir% wp(s, t,k,7) = ci(s)pix P(s,t,k, j). Ha végrehajtjuk tagonként a hatarat-

menetet a (8) képlet jobboldaldn, megkapjuk a backward Kolmogorov-féle egyenletet.
A probléma az, hogy kiilon indoklast igényel ennek a tagonkénti hataratmenetnek a
jogossaga. A kovetkez6 érvelés mutatja, hogy ezt meg lehet tenni anélkiil, hogy ehhez
kiilon feltételeket kellene eloirni. Ez rendkiviil 1ényeges kiilonbség a forward és backward
Kolmogorov-féle egyenletek kozott.

Tekintsiink egy elég nagy N szamot, amelyre az is igaz, hogy N > i. Akkor
a (8) formula jobboldalan levé végtelen Gsszeg N-nél nagyobb tagjainak hozadékat a
kovetkezd modon lehet megbecsiilni:

0< Z P(S_h78727k)P(S,t,k},j) S Z P(s—h,s,i, k) < k=1

h h - h
k>N k>N
P(s—h,s,i,k
1— P(s—h,s,i,i) k:1§k§N, k#i ( ) al
= 3 — 5 — Ci(S) 1-— sz’k(S)
k=1
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A fenti egyenlGtlenség elso soranak végén megint egyenlotlenséget irtam, mert csupan a
oo

gyengébb > P(s — h,i, k) < 1 feltételt kivinom hasznalni, nem kévetelem meg, hogy
k=1
pontos egyenloség teljesiiljon.

o0
Mivel > pir(s) = 1, ezért tetszbleges € > 0 szamra és i indexre az utolsé egyen-
k=1

16tlenségben becsiilt kifejezés limesze kisebb, mint €, ha N > N(e,i). Masrészt a

Kolmogorov-féle backward egyenlet jobboldalan levé 0sszeg nagy indexii tagjainak az

Osszegére is fel lehet frni a 0 < ¢;(s) > P(s,t,k,7)pik(s) < e egyenlStlenséget,
k:ER€E, k>N

ha N > N(e,i). Innen kovetkezik, hogy a (8) azonossdgban jobboldaldn végre lehet

hajtani a tagonkénti hataratmenet képzést. A tételt bebizonyitottuk.

A Kolmogorov-féle forward és backward egyenletek némileg egyszertisodnek sta-
cionarius Markov-folyamatok esetében. Ekkor ¢;(t) = ¢;, P(s,t,i,5) = P(t — s,4,7),
pi,;(t) = pij, % = P'(t—s,i,7) és W = —P'(t—s,i,7). A sziiletési folya-
mat esetén ¢;(t) = A;, pii+1(t) =1, p;;(t) =0, ha j # i + 1. A sziiletési és haldlozasi
folyamat esetében Ci(t) = )\z + iy pmqu(t) = >\Z>\T,LI>‘L’L’ pm-,l(t) = )\il_tui és Di,j (t) = 0, ha
j#Fi+1ésj#i—1.

Roviden, a bizonyitasok elhagyasaval ismertetem, milyen megoldast ad a Kolmo-
gorov-féle forward és backward egyenlet a sziiletési folyamat atmenetvaldszintiségeinek
a kiszamitasara. Lattuk, hogy a forward egyenlet segitségével egyértelmiien rekurziv
moédon egyértelmiien kiszamolhaték az dtmenetvalészintiségek. Be lehet latni (nem
trividlis médon) azt is, hogy ezek a megoldasok teljesitik a Chapman—Kolmogorov egyen-
letet.

A Kolmogorov-féle backward egyenlet nem oldhaté meg olyan explicit mddszerrel,
mint a forward egyenlet. De be lehet 14tni (szintén nem trividlis médon), hogy a forward
egyenlet megoldasa egyben megoldasa a backward egyenletnek is. Felmeriil a kérdés,
van-e a backward egyenletnek mas megoldésa is. A vélasz igenl6 abban az esetben, ha a
sziiletési folyamat olyan, hogy pozitiv valdszintiséggel véges id6 alatt eljut a végtelenbe.
S6t a backward egyenletnek olyan 1ij megoldédsa is van, amelyik teljesiti a Chapman—
Kolmogorov egyenletet, tehat valoszinliségszamitasi szempontbdl érdekes.

Az, hogy a backward egyenletnek van olyan megolddsa, amely nem megoldasa a
forward egyenletnek szoros kapcsolatban van azzal a ténnyel, hogy a forward egyenlet
teljesiilésének feltételei kozott szerepelt az a 3a) feltétel, amely bizonyos egyenletességet
kovetelt meg egy konvergenciaban, mig a backward egyenletnek olyan megoldésai is
lehetnek, amelyen nem teljesitenek egy ilyen feltételt. A backward egyenlet valdszi-
niségszamitasi szempontbdl érdekes megoldasanak 1étezik természetes interpretacidja.
Rogzitstink egy 7 allapotot, és ha a sziiletési folyamat kifutott a végtelenbe, akkor azon-
nal ugorjon az i pontba, és onnan a tekintett sziiletési folyamat fejédési torvényei szerint
fejlodjon tovabb.

Az el6bb vazlatosan targyalt példa hatterében egy a Markov-folyamatok elméle-
tében fontos probléma rejtozik. A tekintett Markov-lanc allapotterének a végtelen
hatarpontja, és felmeriil a kérdés, hogyan fejlodik a Markov-lanc azutan, hogy egy
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hatarpontjat elérte. Ez nehéz kérdés, és mint a fenti példa mutatja, mar a legegyszeriibb
modellekben is megjelenhet egy ilyen kérdés.
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