Wiener folyamat tulajdonsagai

Lattuk, hogy a Wiener folyamat teljesiti az tigynevezett funkcionalis hatareloszlastételt.
Ez az eredmény durvan szélva azt fejezi ki, hogy ha olyan fiiggetlen valdsziniiségi
valtozokat vesziink, amelyek teljesitik a centralis hatareloszlastétel feltételeit, akkor ezek
részletosszegeinek segitségével természetes modon definialhatunk olyan torottvonalfiigg-
vényeket, amelyek viselkedése hasonlé a Wiener folyamatéhoz. A Wiener folyamatok
segitségével egyszerlien lehet definidlni egy Wiener bridge-nek (vagy Brown bridge-nek)
nevezett (Gauss) sztochasztikus folyamatot, amelyre az igaz, hogy fliggetlen, a [0, 1]
intervallumban egyenletes eloszlast valdszintiségi valtozokbol készitett empirikus elosz-
lasfiiggvények normalizaltjai gyengén konvergalnak a Wiener bridge eloszldsdhoz. Ez
az eredmény rendkiviil fontos a matematikai statisztika szaméra, ezért érdemes a fent
megfogalmazott allitast részletesebben és pontosabban kifejteni. Eloszor megadom a
Wiener bridge definiciéjat.

Wiener bridge definiciéja. Egy B(t), 0 <t <1, Wiener bridge olyan folytonos tra-
jektoridju Gauss folyamat, amelyre EB(t) = 0,0 <t <1, és EB(s)B(t) = min(s, t)—st,
0<s,t< 1.

A kovetkezo két feladat feladat megfogalmazza a Wiener bridge néhany fontos tu-
lajdonsagat. Specialisan, ezen feladatok eredményébol kovetkezik, hogy valoban létezik
Wiener bridge.

1. feladat Legyen W (t), 0 <t < 1, Wiener folyamat a [0, 1] intervallumon. Ekkor a
B(t) =W(t) —tW(1), 0 <t <1, Wiener bridge, amely figgetlen a W (1) valésziniiségi
valtozotol.

Megforditva: Legyen B(t), 0 <t <1, Wiener bridge, és n a B(t) Wiener bridge-tél
fiiggetlen standard normdlis eloszldsu valdszintiségi vdltozo. FEkkor W (t) = B(t) + tn
Wiener folyamat a 0 <t < 1 intervallumon.

A fenti feladat pontos megértése érdekében idézziik fel a kovetkezo definicidt.

Sztochasztikus folyamatok fiiggetlensége. Legyen adva két X (t), t € T, és Y (t'),
t' € T' sztochasztikus folyamat. Azt mondjuk, hogy az X (t) sztochasztikus folyamat fiig-
getlen az Y (t') sztochasztikus folyamattol, ha minden {t1,...,ts} CT és{t},...,t.} C
T" véges halmazra az (X (t1),..., X (tx)) és (Y(t)),...,Y(t.,)) véletlen vektorok fiigget-
lenek egymdstol.

A feladat megolddsdnak alapgondolata: Normalis eloszlasu vektorok eloszlasat egy-
értelmiien meghatarozza azok varhaté érték vektora és kovariancia matrixa. Egy nor-
malis eloszlasu vektor koordinatai fliggetlenek, ha korrelalatlanok.

A masodik feladat megfogalmazasa el6tt megadom az eloszlasfiiggvény, illetve nor-
malizalt eloszlasfiiggvény definicidjat.

Empirikus eloszlasfiiggvény definiciéja, és annak normalizaltja. Legyen adva
eqy F(x) eloszlasfigguény, és legyen &1,...,&, figgetlen F(x) eloszldsi valdsziniiségi



vdltozok sorozata. FEkkor a &1, ...,&, valdsziniiségi valtozdk sorozata (a matematikai
statisztika szohaszndlatdban minta) dltal meghatdrozott Fy,(x) empirikus eloszldsfigg-
vényt meghatdrozza a kovetkezd képlet.

F.(z)= - x azon j, 1 < j < n, indexek szdma, amelyekre {; <z, —oo0 <z < 0.

(C1)
Az F(x) figguény normalizdltja a

Gn(z) = Vn(Fu(z) — F(z)) (C2)

fugguény.

Az el6bbi definicié tetszéleges F'(x) eloszldsfliiggvény esetén érvényes. Viszont a
kovetkez6 (egyszerti) feladat lehetGvé teszi, hogy statisztikai feladatok vizsgalatdban
figyelmiinket csak a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszldssal foglalkozzunk.

Feladat. Legyen az F(x) eloszlasfiiggvény folytonos fliggvény, &1,...,&, F(x) eloszlasi
minta. Ekkor az n; = F(§;), 1 < j < n, fiiggetlen a [0, 1] intervallumban egyenletes
eloszlasi valdszinliségi valtozok sorozata, azaz az 1, 1 < j < n, valészinliségi véltozok
fiiggetlenek, és P(n; =z) =2, ha0 <z <1, F(z) =1, hax > 1, F(z) =0, hax <0.

Megjegyzés. Az n = F (&) transzformécié altaldnositott (véletlenitett) transzformécidja
segitségével tetszéleges eloszldsi minta transzformalhaté a [0, 1] intervallumban egyen-
letes eloszlashoz tartozé mintava.

Bizonyos allitasok (kényelmesebb) megfogalmazasa érdekében érdemes bevezetni az
empirikus eloszlasfliiggvények, illetve azok normalizdltjanak olyan alkalmas mdédositasat
bevezetni, amely folytonos fliggvény.

Moédositott empirikus eloszlasfiiggvény definicéja, illetve annak normalizalt-
ja. Legyen &1,...,&, figgetlen, a [0,1] intevallumban egyenletes eloszldsi valdsziniiségi
vdltozok sorozata. Tekintsik az e sorozat dltal a (C1) képlet segitségével definidlt F,,(x)
empirikus eloszlasfiigguényt. Ennek moddsitisa a kovetkezd ﬁn(x) fuggvény, 0 <z <1,
amelynek egyszeribb megfogalmazdsa érdekében bevezetem a £ = 0, &1 = 1 jelolést.
Ezenkivil legyen & < & < --- < & a &1, ...,&, mintabol készitett rendezett minta,
azaz e sorozat elemeinek nagysdag szerint sorbarendezett vdltozata. Fzekkel a jelolésekkel
legyen

Fu€)=Fal€), 0<j<ntl,  (F€)=2 mo<j<n)

o . (C1)
Fn($) = gfj_i*xan(g;—l) + ;_7]:11}7”(5;)’
J J— J J=

Gn(x) = Vn(F,(z) — x). (C2")
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2. feladat. Legyen &1, ..., &, figgetlen, F'(z) eloszlasi valdszintiségi valtozdk sorozata.
Ezek normalizalt G, (z) = /n(F.(z) — F(x)) empirikus eloszlasfiiggvénye teljesiti a
kovetkezd azonossagokat: EG,(z) = 0 minden —oo < x < oo szamra,

Cov (Gn (), Gn(y)) = min(F(z), F(y)) — F(x)F(y), —oo <,y < oo

Speciélisan, ha F(z) megegyezik az egyenletes eloszlds eloszlasfiiggvényével a [0, 1] in-
tervallumon, akkor a G, (x), 0 < z < 1, és egy B(x), 0 < 2 < 1, Wiener bridge ko-
variancia fliggvénye egyenl6. (Mind a két sztochasztikus folyamat nulla varhaté értéki
valésziniiségi véltozokbdl all.)

Segitség a 2. feladat megolddsdhoz. Minden —oo < x < oo szamra és 1 < j < n indexre
definidljuk az n;(x) valészinliségi valtozdkat az n;(z) = 1, ha & < z, n;(x) = 0, ha

n
& > x. Ekkor F,(z) = 1 3 n;(x). Ezen észrevétel segitségével a keresett vérhato
i=1

értéket és kovarianciafiiggvényt ki tudjuk szamolni egyszeri fiiggetlen véletlen vektorok
Osszegének a vizsgalataval.

A 2. feladat azt jelenti, hogy egy a [0,1] intervallumban egyenletes eloszldsi
val6szintliségi valtozok sorozatdabdl elkészitett G, (x) empirikus eloszlasfiiggvény varhato
érték és kovariancia fiiggvény strukturdja megegyezik a Wiener bridge-ével. Ezenkiviil
a tobbdimenzids centrélis hatdreloszlastételbdl az is kiolvashatd, hogy a G, (z) t6bb-
dimenzids eloszlasai konvergalnak a Wiener bridge megfelelé koordinatainak véges di-
menzios eloszlasaihoz. Ezek az eredmények azt sugalljak, hogy a normalizalt empirikus
folyamatok gyengén konvergilnak a Wiener bridge eloszldsdhoz, azaz a funkciondlis
centralis hatareloszlastételhez hasonlé allitas érvényes ebben az esetben. Ez az elképze-
1és helyes. Az alabb kimondott tétel megfogalmazza a pontos allitast.

Tétel normalizalt empirikus eloszlasfiiggvények gyenge konvergenciajarol a
Wiener bridge-hez. Legyen adva egy figgetlen &1, ...,&,, a [0,1] intervallumban
egyenletes eloszldsu valosziniségi valtozokbol allo sorozat. Készitsik el segitséqgukkel
a (C2) képletben definidlt normalizdlt empirikus eloszldsfiiggvényt, vagy annak a (C2')
képletben definidlt vdltozatat. (Jelen esetben F(x) a [0,1] intervallumban egyenletes

eloszlds eloszlasfigguénye.) Ekkor mind az Gy (x) mind a Gy (x), 0 <z <1, sztochasz-
tikus folyamatok gyengén konvergdalnak a Wiener bridge eloszldsahoz, ha n — oc.

Megjegyzés: Annak az allitdsnak a jelentése, hogy a G, (x) véletlen fliggvények sorozata
gyengén konvergdl a Wiener bridge eloszldsdhoz tovabbi magyardzatra szorul. Ugyan-
is a G, (z) nem folytonos fiiggvény, igy nem tekintheté C([0,1]) térbeli valdszintiségi
valtozonak. Viszont gyenge konvergencidt csak valamely szepardbilis metrikus tér ér-
tékeit felvevd valdszintiségi valtozok eloszlasaira értelmeztiik. Ezen a nehézségen lehet
segiteni. Az irodalomban bevezették az vigynevezett D([0,1]) teret, amely a [0,1] in-
tervallumon balrdl folytonos fliggvényekbdl all, és ezen a téren alkalmas metrikat is
bevezettek. Ezen a téren dolgozva a fenti Tételben kimondott allitasnak pontos értelme
van. Mi egy egyszer(ibb megoldést vélasztottunk. Bevezettiik a médositott Gy, (z)
normalizalt empirikus eloszlasfliggvényeket, amelyek mar folytonos fiiggvények és alig
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kiilénboznek a G, (x) empirikus eloszlasfiiggvényektél. Ezek gyenge konvergencidjardl
a Wiener bridge eloszldsdhoz minden el6készités nélkiil jogunk van beszélni. FEz az
eredmény ugyanolyan jol haszndlhaté, mint a fenti tétel els6 allitasa. Valdjaban a két
eredmény ekvivalens.

A normalizalt empirikus eloszlasfliiggvények gyenge konvergencidjarol szolo tételnek
fontos kovetkezményei vannak. Szamos a matematikai statisztikaban szereplé eredmény
kovetkezik ebbél az eredménybél. Igy példdul az a tény, hogy a sup /n|F,(z)— F(z)]

0<z<1

vagy sup +/n(F,(x)—F(zr)) valésziniiségi valtozéknak van hatareloszlasuk, han — oo,
0<a<1

ahol F,, egy n-elemli minta empirikus eloszlasfiiggvénye, F'(z) pedig a mintaelemek
valédi eloszlasfliggvénye adddik innen. (Az elsé kifejezést Kolmogorov statisztikdnak a
masodikat Szmirnov statisztikdnak hivjak.) Az els6 esetben a hatéareloszlas megegyezik

a sup |B(z)| a mésodik esetben pedig a sup B(z) valdszintiségi valtozo eloszlasaval,
0<z<L1 0<z<1

ahol B(x), 0 <z < 1, a Brown-bridge. Ezen valdsziniiségi véaltozok eloszldsat bizonyos
nem trivialis modszerek segitségével ki lehet szamolni. Annak targyaldsa, hogy ezt a
szamolast hogyan lehet végrehajtani, nem része ennek az eléadasnak. Megjegyzem,
hogy a matematikai statisztikdban szoktak az tgynevezett von Mieses statisztikdkat is
tekinteni. Ezek n [*_(F,(z)—F(z))? F(dz) alakd statisztikdk. Ezeknek is van limesze,

amely megegyezik az fol B?(z) dz valészinfiségi valtozé eloszldsaval. A von Mieses féle
statisztikakrdl szolo hatareloszlastétel is kovetkezik a fenti gyenge konvergencia tételbdl.

Wiener folyamat trajektoridinak a viselkedése.

Lattuk, hogy a Wiener folyamat trajektériai folytonosak. (Pontosabban azt, hogy
ezt feltehetjiik, azaz léteznek olyan a Wiener folyamat definicigjdban el6éirt varhato
értékkel és kovariancia fiiggvénnyel rendelkez6 Gauss folyamatok, amelyeknek a tra-
jektoridi folytonosak.) Masrészt ezek a trajektoridk egyébként elég rossz simasagi tu-
lajdonsagokkal rendelkeznek. Néhany ilyen jellegii eredményt ismertetek. Az, hogy a
Wiener folyamatok rossz folytonossagi tulajdonsidgokkal rendelkeznek tulajdonképpen
nem meglepo. Heurisztikus szinten ez azzal magyarazhato, hogy a Wiener folyamatok
véletlenszertien fejlédnek, és ez bizonyos szabalytalansiagot kolcsonoz a viselkedésiiknek.

El6szor a kovetkezo eredményt ismertetem.

Tétel Wiener folyamat trajektdridinak viselkedésérodl. Legyen W (t,w), 0 <t <
1, Wiener folyamat a [0, 1] intervallumon. A Wiener folyamat teljesiti az aldbbi reldciot:

2™ 2
—1
lim > j{W(%,w)—W(an w)} =1

k=1

magjdnem minden w € () elemi eseményre.

A tétel bizonyitdsa. Vegyiik észre, hogy rogzitett n indexre az

k E—1 2
nk,n:|:W(2_n,w)—W( on ,w)] , k=1,...,2"
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valészintiségi valtozok fiiggetlenek, és nulla varhato értékii, 2~ szérasnégyzetii normalis

eloszlasu valdszintiségi véltozok. Ezért ng, = 27", Varng, = 2 - 272" ahonnan
kovetkezik, hogy
2" 2
k kE—1
E N — JR— —
([ (o) ()] ) =
k=1
2" 2
k k—1 n
k=1
és a Csebisev egyenl6tlenség alapjan
2" 2
k k—1
P W — - W —1]>e| <27t
[ (o) (5] o)) =2

oo

minden £ > 0 szdmra. Mivel a > 27"¢~! < co minden ¢ > O-ra, ezért a Borel-Cantelli
n=1

lemma alapjan a fenti egyenlotlenségbol kovetkezik a tétel allitasa.

A fenti tétel hatterében az a tény van, hogy a centralis hatareloszlastétel alapjan
egy kis [s, t] intervallumban a Wiener folyamat megvaltozasa (t —s)/? nagysagrendii, és
diszjunkt intervallumokra e megvaltozasok fiiggetlenek. Ezért e megvaltozasok négyzet-
osszege kozel van e négyzetosszegek varhato értékéhez. Megjegyzem, hogy sima, példaul
differencialhaté f(x) (a [0,1] intervallumon definidlt) fiiggvények korlatos véltozasuak,

k

azaz teljesitik a ) |f(z;) — f(z;-1)] < K egyenlStlenséget valamely csak az f fligg-
j=1

vénytdl fiiggd k szammal a [0, 1] intervallum tetszéleges 0 = tg < t1 < -+ < t, = 1

felosztasra. A fenti tétel eredményébdl az is kovetkezik, hogy a Wiener folyamat tra-
jektériai nem korlatos megvaltozasiuak. Megfogalmazom ennek a tételnek egy lehetséges
altalanositasat is. Az altalanositott tétel bizonyitasat, amely a martingalok elméletének
az eredményein alapul, elhagyom.

A Wiener folyamat trajektéridinak viselkedésérol szolo tétel altalanositasa.

Legyen W (t,w), 0 < t < 1, Wiener folyamat a [0, 1] intervallumon. Tekintsik a [0, 1]
intervallum egyre finomodo 0 = t(()n) < t§") < - < t,EZ) felosztasait n = 1,2,...,
(azaz teljesiilion a {tén),tgn), . ,t,g:)} C {t(()nJrl),tgnH), . ,t,(;ill)} feltétel) gy, hogy

lim sup (t;cn) —t,(;l_)l) = 0. A Wiener folyamat majdnem minden trajektoridja teljesiti
n—00 1 <K<k,
az alabbi reldciot:

Kn 5
lim Z [W (t;n),w> - W (t;@l,w)} =1 majdnem minden w € 2 elemi eseményre.
j=1



A kovetkezo egyszerii feladat azért is érdekes szamunkra, mert lehetévé teszi azt,
hogy a Wiener folyamat trajektéridinak a [0, 1] intervallumban megéllapitott tulaj-
donsagait “atorokitsiik” a trajektéridk mas intervallumokban vald viselkedésére is.

Feladat: Ha W (t) Wiener folyamat valamely az [a, b] intervallumot tartalmazo interval-
lumon, akkor W(t) = \/bl_—a(W(a +t(b—a)) — W(a)), 0 <t <1, Wiener folyamat a
[0,1] intervallumon. Ha W(t), 0 < t < a, Wiener folyamat valamely [0, a] intervallu-
mon, akkor a ta~Y/2W (%), t > 1, sztochasztikus folyamat Wiener folyamat az [1, o]
intervallumon, (azaz eloszlasa megegyezik egy a [0,00) félegyenesen definidlt Wiener

folyamatnak a megszoritasdaval a [1,00) félegyenesre.)

A fenti feladatbdl és az el6z6 tételbél kdvetkezik, hogy egy W (t) Wiener folya-
mat trajektoridinak egy tetszéleges [a, b] intervallum felosztdsain vett megvéltozdsaira
igaz, hogy azok négyzetosszegei a fent kimondott tételhez hasonld tulajdonsagot tel-
jesitenek. Ez a tény azért is érdekes, mert a sztochasztikus folyamatok elméletében
vagy a nem paraméteres statisztikdk elméletében tobbszor megjelenik az a feladat,
hogy egy sztochasztikus folyamat eloszlasanak egy masik sztochasztikus folyamatra vett
strliségfiiggvényét, azaz Radon—Nikodym derivaltjat szamitsuk ki. Ilyen striiségfiigge-
vény nem mindig létezik. Elképzelhetd (s6t gyakran eléfordul), hogy két sztochasz-
tikus folyamat egymaésra nézve szingularis, mert trajektéraik més tipusu fliggvények
csaladjaban vannak. Léassuk be a kovetkezo allitast.

Feladat: Legyen W (t,w), 0 <t <1, egy Wiener folyamat a [0, 1] intervallumon. Lassuk
be, hogy a W (t,w) és 2W (¢, w) sztochasztikus folyamatok egymasra nézve szinguldrisak,
azaz létezik a C(]0, 1]) térnek két olyan (mérhetd) A és B halmaza, amelyekre teljestilnek
az ANB=0és Plw: W(t,w) € A) =1, P(w: 2W (t,w) € B) = 1 tulajdonsdgok.

Megfogalmazom (bizonyitds nélkiil) az aldbbi két eredményt, amely Wiener folya-
matok trajektériainak folytonossagi modulusat, illetve az igynevezett iteralt logaritmus
tételt irja le.

Tétel Wiener folyamatok folytonossiagi moduldsarol. Legyen W(t,w), 0 <t <1,
Wiener folyamat a [0,1] intervallumon. Teljesiil a kévetkezd azonossdg:

P ].im Sup |W(t7w) B W(S7w>|

=1] =1
e—0 (s,t): 0<s<t<L1,t—s<e \/2(t — S) lOg i

Iteralt logaritmus tétel Wiener folyamatokra. Legyen W (t,w), 0 <t <1, Wiener
folyamat a [0,1] intervallumon. Ekkor teljesil a kévetkezd azonossdg:

ol W)
=0 [2tloglog 2
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Feladat: Léssuk be az egyik kordbbi feladat eredménye segitségével, hogy a Wiener
folyamatokra megfogalmazott iteralt logaritmus tétel ekvivalens az aldbbi allitassal: Ha
W (t) Wiener folyamat a ¢t > 0 félegyenesen, akkor

Wt w)|
P(lim ———=1) =1.
(tggo Vv 2tloglogt

A kovetkezé eredmény a Wiener folyamatok trajektoridinak egy érdekes tulaj-
donsagat fogalmazza meg.

Tétel a Wiener folyamat trajektoridinak nem differencialhatésagi tulajdon-
sdgairdl. Egy a [0,1] intervallumban tekintett W (t,w), 0 < t < 1, Wiener folyamat
trajektoridi 1 valosziniiséqgel sehol sem differencidalhatoak.

A tétel bizonyitasa. Jelolje D azt az eseményt, hogy a Wiener folyamat trajektoridja
differencidlhaté valamely pontban. Ha w € D, akkor valamely 0 < s(w) < 1 szdmra a
W'(s,w) véges derivélt létezik. Vegyiik minden elég nagy n egész szémra azt a [L, £2]
intervallumot, j = j(s,n), amelyre s € [J JH] Ekkor s < 1 esetén a W (-,w) fliggvény
derivalhatésagabol az s pontban kovetkezik, hogy alkalmas L egész szamra a

1 ] L
w(5e) - (G| <
n n
|+ 2 I+ 1
W (Lw) W (Lw)
n n
. Ly
W(@,Q_W(L,w)
n mn

egyenlétlenségek mindegyike teljesiil. Fontos, hogy az ezekben az egyenlotlenségekben
szereplé L szam nem fiigg az n szamtdél. (Az s = 1 szdm esete kissé eltérd, mert ekkor
J+1 = n és nem vehetiink a [i %] intervallumtdl jobbra fekvd intervallumot. Viszont

ebben az esetben felirhatjuk az

. 1 I
() - (el
n n n

) —1 ) — 2 L

() ()l <5

n n n

egyenl6tlenségeket minden elég nagy n > ng(w) szamra. A fent elmondottakbdl kovet-
kezik, hogy

IN
3|t

és

IN
3|t

D C U U ﬂ U (j,m, L) ,
L=1 m=1 n=m 7=0



ahol

3 . .

-1 L

o= (o (5) v (72|
s=1

Ezért a tétel bizonyitasahoz elég belatni azt, hogy

oo n—3

A (UcGnL]|=0

n=m \ j=0

minden m és L pozitiv egész szamra, vagy ami ezzel ekvivalens, azt hogy

n—3
lim P U C(j,n,L) | =0 minden L =1,2,... szdmra. (C3)
§=0

Viszont a C(j,n,L esemény harom fliggetlen esemény metszete, és ezek mindegyike
olyan esemény, amelyben azt tekintjiik, hogy egy 0 varhaté értékii és % SZOTasnégy-

zetll normalis eloszlasu valdszintiségi valtozé abszolut értéke kisebb, mint % Ezért

P(C(j,n, L)) = P(|¢| < Ln=/?)3, ahol ¢ standard normaélis eloszlasi valészintiségi

n—3

véltozé. Innen P(C(j,n,L) < (2L)3n=3/2, és P ( U C’(j,n,L)) < (2L)3n~'/2. Ebbél
§=0

az egyenl6tlenségbél kovetkezik a (C3) relacio, ezért a Tétel allitasa is.

Wiener folyamatok jellemzése

Megadom a Wiener folyamat néhany fontos jellemzését. Ezek ismertetésének érdekében
eloszor bevezetek néhany fogalmat.

Fiiggetlen novekményii folyamat definiciéja. Legyen adva egy X (t,w), —00 < a <
t < b < o0, sztochasztikus folyamat valamely [a, b] (véges vagy végtelen) intervallumban.
Azt mondjuk, hogy az X (t,w) sztochasztikus folyamat fiiggetlen névekményd, ha minden
k > 2 egész szdmra és tetszdleges a < t1 < ty < --- < t, < b valds szamokra az |a, D]
intervallumban az X (tj+1,w) — X(t;,w), 1 < j <k, valdszindségi vdltozok fiiggetlenek.

Staciondrius novekményii folyamat definiciéja. Legyen adva egy X (t,w) szto-
chasztikus folyamat a —oo < t < 0o egyenesen vagy a 0 < t < oo félegyenesen. Azt
mondjuk, hogy az X (t,w) sztochasztikus folyamat staciondrius névekményd, ha minden
u > 0 szdmra az X (t,w) = X (t+u,w)— X (u,w) sztochasztikus folyamat véges dimenzids
eloszlasai megegyeznek az X (t,w) folyamat véges dimenzids eloszldsaival. Mdsképp meg-
fogalmazva azt koveteljiik meg, hogy minden u > 0 szdmra, és minden k > 1 egész szamra
valamint t1 < to < -+ <t} szdmokra a szamegyenesen, illetve a {t: t > 0} félegyenesen
az X(tj,w), 1 < j <k, k-dimenzios és X(t; +u,w) — X(u,w), 1 < j <k, k-dimenzids
véletlen vektorok eloszldsai egyezzenek meg.

A kés6bben targyalandé témak megértése érdekében vezessiik be a stacionarius
folyamatok fogalmat is.



Staciondrius folyamat definiciéja. Legyen adva eqy X (t,w) sztochasztikus folyamat
a —o00 < t < oo egyenesen, vagy a t = 0,£1,£2,... egész szdmok halmazdn. Azt
mondjuk, hogy az X (t,w) sztochasztikus folyamat (erds értelemben) staciondrius, ha
minden u > 0 szdmra (a szdmegyenes esetében, és minden u > 0 egész szamra, ha
a sztochasztikus folyamat az egész szamokkal van indezelve) “az X (t,w) sztochasztikus
folyamat v szdmmal vald eltoltja” az X (t,w) = X(t + u,w), —00 < t < 00, (vagy
t = 0,£1,£2,..., sztochasztikus folyamat véges dimenzids eloszlasai megegyeznek az
X(t,w) folyamat véges dimenzids eloszlasaival. Mdsképp megfogalmazva azt kéveteljik
meg, hogy minden u > 0 (egész) szamra, és minden k > 1 egész szamra valamint
—00 < t; <ty < - <ty < 00 szdmokra az X(t;,w), 1 < j < k, k-dimenzids és
X(t; +u,w), 1 <j <k, k-dimenzids véletlen vektorok eloszldsai egyezzenek mey.

Megjegyzem, hogy az erOs értelemben stacionarius folyamatnak van egy megfelelGje,
amelyet ugy hivnak, hogy gyengén stacionarius folyamat. Megadom ennek a definiciéjat
is.

Gyengén stacionarius folyamat definiciéja. Legyen adva egy X (t,w) sztochasztikus
folyamat a —oo < t < 00 egyenesen, vagy at = 0,+1,+2,... egész szamok halmazdin, és
legyen EX (t,w)? < oo minden t paraméterre. Azt mondjuk, hogy az X (t,w) sztochaszti-
kus folyamat gyenge értelemben staciondrius, ha létezik olyan M szam, hogy EX (t,w) =
M, minden t szamra, azaz a vdrhatd érték nem fiigg a t szamtdl, és létezik olyan p(s)
fligguény (—oo < s < 00, ha a sztochasztikus folyamat a valds, és s =0,+£1,£2, ..., ha a
sztochasztikus folyamat az egész szamokkal van indexelve), gy, hogy Cov (X (t,w), X (t+
s,w)) = p(s), azaz az X (t,w) és X (t+s,w) valdsziniiségi vdltozok kovarianciafiggguénye
nem figg a t szdmtol, hanem csak a t ést+ s szdmok s kiilonbségétol fiigg.

A kovetkez6 egyszerli lemmaban megfogalmazok egy egyszert kapcsolatot az erGsen
és gyengén staciondrius sztochasztikus folyamatok kozott.

Lemma. Ha X(t,w) erdsen staciondrius sztochasztikus folyamat, és EX (t,w)? < oo,
akkor X (t,w) gyengén staciordrius folyamat.

Megforditva, ha X(t,w) gyengén staciondrius sztochasztikus folyamat, és egyben
Gauss folyamat, akkor X (t,w) erdsen staciondrius folyamat.

A lemma bizonyitisa. A Lemma els6 allitdsa nyilvanvalé. A masodik allitas iga-
zolasa szintén egyszerii, ha megértjiik, hogy egy tobb-dimenziés normalis eloszlasi
valoszinliségi vektor eloszlasat meghatarozza annak varhaté érték vektora és kovari-
ancia matrixa.

A kovetkezo6 allitasokat feladat formdajaban fogalmazom meg. Ezek megoldasa is
azon alapul, hogy egy tobb-dimenzids normélis eloszlasu vektor eloszlasat meghatarozza
annak varhaté érték vektora és kovariancia matrixa.

Feladat: Egy Wiener folyamat fiiggetlen novekményti és stacionarius novekményt Gauss
folyamat. Megforditva, minden fiiggetlen névekményi és stacionarius névekményti
Gauss folyamat egy Wiener folyamat konstansszorosa.
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Feladat: Legyen adva egy W (t,w), 0 <t < oo, Wiener folyamat a pozitiv félegyenesen,
t
és definidljuk a Z(t,w) = Wle w) o <t < oo, sztochasztikus folyamatot. A Z(t,w)

et/2
sztochasztikus folyamat staciondrius EZ(t,w) = 0, —oo < t < oo, varhaté értékkel, és

EZ(t,w)Z(u,w) = e 1*=t/2 0o < t,u < oo kovariancia fiiggvénnyel.

Megjegyzés: A fenti feladatban definidlt Z(t,w) sztochasztikus folyamatot Ornstein—
Uhlenbeck folyamatnak hivjak az irodalomban.

A kovetkez6 tartalmasabb eredményben megadom a Wiener folyamatok egy nem-
trividlis jellemzését.

Tétel a Wiener folyamatok egy jellemzésérdl. Legyen X (t,w), EX(t,w) = 0,
0 <t < oo, fiuggetlen és staciondrius novekményid sztochasztikus folyamat a pozitiv
félegyenesen, amelyre teljesiil az EX (t,w)? < oo reldciéo minden t > 0 szdmra. Teqyiik
fel tovdbbad, hogy az X(t,w) sztochasztikus folyamat minden trajektoridja folytonos.
Ekkor az X (t,w) sztochasztikus folyamat eqy Wiener folyamat konstansszorosa.

A fenti eredményben nem tettiik fel, hogy a tekintett sztochasztikus folyamat Gauss
folyamat. Késobb ismertetni fogom ennek az eredménynek egy élesitését is, amelyben
martingdlok segitségével jellemezziik a Wiener folyamatot. A fenti tétel illetve annak
altalanositdasdnak a bizonyitasat elhagyom. Viszont szeretném legalabb heurisztikus
szinten elmagyarazni, hogy miért fontos a Tételnek az a a feltétele, hogy a sztochasztikus
folyamat trajektoriai folytonosak. Az itt nem ismertetett bizonyitds {6 gondolata az,
hogy a Tétel feltételeit teljesité sztochasztikus folyamatok Gauss folyamatok. Ezt a
centralis hatareloszlastétel segitségével lehet megmutatni.

A bizonyitas f6 része annak megmutatasabdl all, hogy ha tekintiink valamely 0 <
s < t szdmokat, akkor az X (t,w) — X(s,w) valdszinliségi véltozé normadlis eloszldsu.

Ennek megmutatédsa érdekében érdemes az [s,t] intervallum finom s =¢; <ty < --- <
ty = t felosztasat tekinteni, (azaz olyan felosztasat, amelyre sup (t;41—1t;) kicsi), és be
1<j<k

bevezethetjiik az n;(w) = X (tj41,w) — X (tj,w), 1 < j < k, valészintiségi valtozokat. Az
k—1

n;, 1 < j < k, valészintiségi valtozok fiiggetlenek, és X (t,w) — X(s,w) = ) n;(w). Be
j=1

szeretnénk latni, hogy az [s, t] intervallum egyre finomodé felosztésaihoz tartozé elébb
definidlt dsszegekre alkalmazhaté a centralis hatdreloszlastétel, ezért az X (¢, w)— X (s,w)
valészintiségi valtozdé normalis eloszlasi. Be lehet latni, hogy a sztochasztikus folya-
matok trajektoridinak kicsisége biztositja az 7, valdsziniiségi valtozdkra azt a kicsiségi
feltételt, (a Lindeberg feltétel teljesiilését), amely sziikséges a centralis hatareloszlastétel
teljesiiléséhez. A Poisson folyamat aldbb ismertetett konstrukcidja mutatja, hogy a
trajektoridk folytonossdgarol szélo feltétel nem hagyhato el ebbdl a tételbol.

Poisson folyamat konstrukcigja.

El6szor felidézem a Poisson folyamat definiciéjat.

Azt mondjuk, hogy a £ valészintiségi valtozo Poisson eloszldasi A, 0 < A < oo, para-
k
méterrel, ha £ nem negativ egész értékeket vesz fel, és P(§ = k) = %6_)‘, k=0,1,....
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Emlékeztetek tovabba a Poisson eloszlasnak az alabbi lemmaban megfogalmazott
fontos tulajdonsigara.

1. Lemma. Legyen £ és n két figgetlen Poisson eloszldsi valdosziniségi valtozo, € X\ és
n w paraméterrel. Akkor £E+mn Poisson eloszldsi valosziniiségi valtozo A+ paraméterrel.

A kovetkezo lemma tekinthetd az el6z6 lemma megforditasanak. Ez lehetové teszi,
hogy egyszerii médon konstruédljunk Poisson folyamatokat.

2. Lemma. Legyen adva k darab urna, és ezekbe dobjunk be véletlen & szami golyot,
ahol & Poisson eloszldsu valoszintségi vdltozo A > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes
dobasok eredményei eqymdstol és a & valosziniségi vdltozotol figgetlenek. Tegyiik fel
tovdbbd, hogy minden egyes dobdsndl a golyd az j-ik urndba p; > 0 valdsziniséggel esik,

k
j=1...,k, > p; = 1. Jelolje n; a j-ik uwrndba esé golyok szamdt. Az azn;, j =
j=1
1,...,k, valdszintiségi vdltozok figgetlenek, és n; Poisson eloszldsi Ap; paraméterrel,
j=1,... k.

A 2. Lemma bizonyitdsa.

(l1—|—+lk)' ll'_,plk

Pim=l,....one=U)=PE =L+ +1) Il 1) Py k

At +l) ; } k ()\pA)lj
_ o kA — J —Ap;
Tl PPk 11 C
Jj=1
tetszoleges [1 > 0, ..., [ > 0 egész szamokra. Innen addédik a 2. lemma allitésa.

Az alabbiakban definidlom a Poisson mez6 fogalmat, és bebizonyitom az 1. Lemma
és 2. Lemma segitségével, hogy Poisson mezék valoban 1éteznek.

Poisson mez6 definiciéja. Legyen adva egy (X, X) mérhetd tér, és azon egy p o-
additiv mérték. Legyen adva egy (2, A, P) valosziniiségi mezd, és azon minden w € 2
elemi eseményre az X tér véges vagy megszamlalhato sok kijelolt 1 (w), x2(w), ... pontja.
(A kijelolt pontok szama lehet nulla is.) Azt mondjuk, hogy az igy definidlt rendszer
Poisson mezé az (X, X) téren p szdmldlo mértékkel, ha minden A € X, u(A) < oo,
halmazra az A halmazba esd kijelolt pontok (a(w) szama Poisson eloszldsi valdszintségi
vdltozo p(A) paraméterrel, és diszjunkt Ay,..., A € X, u(A;) < oo, 1 < j < k,
halmazokra az ezekbe a halmazokba esd pontok (a,(w), 1 < j < k, szdmai fiiggetlen
valosziniségi valtozok.

Tétel Poisson mez6k 1étezésérbl. Tetszbleges (X, X) mérhetd térhez és azon defi-
nidlt p o-additiv mértékhez létezik Poisson mezd az (X, X) téren p szamlalé mértékkel.

A Poisson mezok létezésérdl szolo tétel bizonyitdsa. ElGszor azzal a specidlis esettel
foglalkozunk, amikor a p mérték véges, azaz u(X) < oco. Tekintsiik a kovetkezd kon-
strukciét. Vesziink véletlen sok ((w) pontot, amelyek szdma Poisson eloszlasi p(X)
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paraméterrel, és dobjuk le ezeket a pontokat az (X, X) térre ugy, hogy mindegyik pont

% valoszintiséggel esik az A halmazba. (Ilyen konstrukcié lehetséges, de ennek tech-

nikai részleteit elhagyom.) Azt allitom, hogy az igy definialt rendszer Poisson mez6
az (X,X) téren p szamlalé mértékkel. Elég beldtni azt, hogy az X tér tetszOleges
Ay, ..., Ay particiGjdra, azaz olyan Aq,..., Ay eseményekre, amelyekre A; N A; = 0,

k
ha j # 5, U A; = Q az Ay,..., A, halmazokba esé ledobott pontok (;(w) szamai,
j=1

fliggetlen, Poisson eloszldsi valdszintiségi valtozdk p1(A;) paraméterrel. (Ha Ay, ..., Ay
diszjunkt halmazok, akkor kiegészithetjiilk ezt a rendszert e halmazok uniéjanak a
komplementerével egy particiova, és elegend6 belatni, hogy e particiéo elemeibe eso
ledobott pontok szamai fiiggetlen Poisson eloszldsi valdszintiségi valtozok a megfeleld
paraméterekkel.) Viszont ez utébbi &lllitas kovetkezik a 2. Lemmdabdl A = u(X), és

pj = ‘; ((’ég)) vélasztéssal.

Tekintstink altaldnosan egy (X, X) mérheté teret egy p o-additiv p mértékkel.
Ekkor az X térnek 1étezik olyan véges vagy megszamlalhatd X, Xo, ... diszjunkt halma-
zokbol 4ll6 particidja, | J A; = X, amelyre teljesiil, hogy u(X;) < oo, j =1,2,..., a par-

J

ticié minden X; elemére. Jelolje (X, Xj, 11;) azt a teret amelyre X; az A € X, A C X

alakt halmazokbodl all, és p; a p mérték megszoritasa a X; o-algebrara. Tekintsiink

mindegyik (X, X;) téren egy Poisson mez6t p1; szamlalé mértékkel, amelyek kiilonb6z6

j indexre fliggetlenek. Ekkor be lehet latni az 1. lemma segitségével, hogy minden

Ae X, u(A) < oo halmazra A = [J(X; N A) az A halmaz felbontasa diszjunkt halma-
j

zokra ezért az A halmazba esé pontok szdma Poisson eloszlast pu(A) = > pu(X; N A)
J

paraméterrel, és ha Ay, ..., Ay diszjunkt véges p mértékii halmazok, akkor az ezekbe
a halmazokba es6 pontok szdma fliggetlen.

Végiil megadom a Poisson folyamat definiciéjat.

Poisson folyamat definicidja. Egy X(t,w), 0 < t < T, T > 0, sztochasztikus fo-
lyamatot Poisson folyamatnak nevezink X\ paraméterrel a [0,T] intervallumon, ha az
X (t,w) teljesiti a kivetkezd feltételeket.

(i) Az X(t,w) folyamat fiiggetlen novekményd, azaz tetszéleges 0 < t1 < tog < -+ <
ty < T pontokra az X(t1,w), X(ts,w) — X(t1,w), ..., X(tg,w) — X(tx—1,w)
valosziniségi valtozok fiiggetlenek.

(i) X(t,w) — X (s,w) Poisson eloszldsi valdsziniiségi viltozo A(t — s) paraméterrel.
(iii) Az X (-,w) trajektoria szigorian monoton jobbrdl folytonos egész értéki fligguény.
Ha az X(t,w), t > 0, teljesiti az (i)-(iii) feltételeket, akkor X (t,w) Poisson folyamat a
[0,00) félegyenesen.

Tekintstink egy Z Poisson mezét a [0,00) félegyenesen i = A-Lebesgue mérték
szamlalé mértékkel. Legyen X (¢, w) ezen Z Poisson mez§ pontjainak szdma a [0, t) inter-
vallumban. Ekkor X (¢,w), t > 0 Poisson folyamat A paraméterrel a [0, oo| félegyenesen.
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Legyen X (t,w) Poisson folyamat a félegyenesen A = 1 paraméterrel, és legyen
X(t,w) = X(t,w)—t,t > 0. Ekkor X (¢,w) fiiggetlen és staciondrius névekményti folya-
mat, EX (t,w) = 0 minden ¢ > 0 szdmra, tehat a Wiener folyamatok jellemzésérol szé16
tétel minden feltételét teljesiti, kivéve azt, hogy a trajektériai folytonos fliggvények.
Ez a példa mutatja a folytonos trajektoria létezésének fontossagat ebben a tételben.

Ertsiik meg azt is, hogy a X (1,w) = i (X (j w)—X (E w)] azonosség jobboldaldn

A n’ n ’
]:

megadott Osszegekre az n — oo esetén azért nem alkalmazhatoé a centrélis hatareloszlas-
tétel, mert nem teljesiil a Lindeberg feltétel. Ugyanis abban az esetben, ha a Pois-
son folyamat nem azonosan nulla a [0, 1] intervallumban, aminek pozitiv (nevezetesen
n . . 2
1 — e 1) a valészintisége, akkor Y. [X (£,w) — X (E+,w)]” > (1 — L)% Ezért a Lin-
j=1
deberg feltétel nem teljesiilhet ebben az esetben.

Ismertetni fogom a Wiener folyamatok jellemzésérol szolé tételnek egy altaldnosabb
martingalokon alapulé jellemzését. Ehhez viszont sziikséges megérteni a martingalok
onmagaban is érdekes elméletének a legfontosabb eredményeit illetve atismételni a mar-
tingalok definiciéjaban fontos szerepet jatszo feltételes varhato érték fogalmat.
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