Feltételes varhato érték fogalma és martingalok.

El6szor ismertetem a martingalok és szemimartingdlok definiciéjat.

Martingal és szemimartingal definiciéja. Legyen adva o-algebrik F1 C Fo C F3 C
- névekvd sorozata egy (2, A, P) valdsziniliségi mezdn, amelyre teljesil a F,, C A tu-

lajdonsag minden n = 1,2,... szamra. Legyen adva ezen kivil F,, mérhetd &,(w),
E|¢,(w)| < oo, wvaldsziniségi vdltozok sorozata. Azt mondjuk, hogy a &,(w), n =
1,2,..., valdszintiségi vdltozok sorozata (diszkrét idében definidlt) martingdlt alkot a

Fn o-algebra sorozatra nézve, ha teljesil az
E(¢n+1(w)|Fn) = &n(w) 1 valdszintséggel minden n =1,2,... szdmra  (D1)

azonossdg. A fent definidlt sorozat (diszkrét idében definidlt) szemimartingdlt definidl,
ha teljesil az

E(¢n+1(w)|Fn) > &n(w) 1 valdszintséggel minden n =0,1,... szdmra  (D2)

egyenlotlenség.

Legyen adva egymadsba skatulydzott Fy o-algebrdk, t > 0, Fs C Fi, has <t, F; C A
valds szamokkal indexelt rendszere eqy (2, A, P) valdsziniségi mezén. Legyen tovdbbd
adva F; mérhetd & (w) valdszintiségi valtozok rendszere, amelyre E|&(w)| < oo. Azt
mondjuk, hogy a & (w) valdsziniségi vdltozok idében folytonos martingdlt alkotnak a Fi
o-algebrdra nézve, ha teljesil az

E(&)(w)|Fs) = &s(w) 1 wvaldszintiséggel minden 0 < s <t < oo szampdrra (D1’)

azonossdg. A fent definidlt sorozat (folytonos iddben definidlt) szemimartingdlt alkot,
ha teljesil az

E(&(w)|Fs) > &s(w) 1 wvaldszintséggel minden 0 < s <t < oo szampdrra (D2')
egyenlotlenség.

1. megjegyzés. Hasonldéan definidlhatjuk egy véges sok elembél allé (x,, F,), 1 < k <
N, martingdlt vagy szemimartingdlt. Az egyetlen kiilonbség az, hogy a (D1) illetve
(D2) formulat csak 1 < n < N indexekre koveteljiik meg. Hasonléan definidlhatjuk
egy folytonos paraméterii martingal fogalmat egy [a, b] intervallumban a (D1’) és (D2')
tulajdonsagot csak a < s <t < b paraméterekre kovetelve meg.

2. megjegyzés. Ha adva van valésziniiségi véltozdk egy £o(w), &1 (w), - . ., sorozata, akkor

ﬁ(zo) = B(&,&1,--.,&n) a legsziikebb a diszkrét idejii martingalok és szemimartingdlok
definicojaban szerepld feltételeket teljesito o-algebrak. Vegyiik észre, hogy amennyiben
a (D1) feltétel teljesiil akkor

Bt @IFD) = E (B(ns1 (@) F) FY ) = €nlw)

1 valészintiséggel minden n = 0,1, ... szdmra
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azonossag is teljesiil, azaz ha a £, (w) sorozat martingalt alkot a F,,, n = 1,2,..., o-

algebra sorozatra nézve, akkor martingalt alkot a fT(LO), n=1,2,..., o-algebra sorozatra

nézve is. Hasonléan allithatjuk, hogy ha a &, (w) sorozat szemimartingalt alkot a F,

o-algebrak sorozatara nézve, akkor szemimartingalt alkot a ]—",(LO)

nézve is.

o-algebrak sorozatara

Folytonos idejii martingalok és szemimartingdlok esetén definidlhatjuk a .7-"5(0) =

B(&o, &y, 0 < u < s) o-algebrakat, és ezekkel helyettesitve a Fy o-algebrékat a folytonos
idejii martingdlokra és szemimartingélokra is éllithatjuk, hogy az £;(w) sztochasztikus
folyamatok martingalok illetve szemi-martingalok maradnak. Ezért jogunk van valdszi-
niiségi valtozok egy sorozatat diszkrét idejii martingalnak vagy szemimartingdlnak hivni,
ha martingal illetve szemimartingal a most definialt 7(L0) o-algebrak sorozatara nézve.
Az irodalomban hasznaljak ezt a konvenciét, és mi is élni fogunk ezzel a lehetGséggel.
Hasonldan, egy & (w) sztochasztikus folyamatot martingélnak illetve szemimartingdlnak
hivunk, ha az martingdl illetve szemimartingal a ft(o), t > 0, o-algebrédk rendszerére
nézve.

A martingalok az igazsigos, a szemimartingdlok pedig az elényos jatékoknak a
természetes modelljei. Tekintsiink ugyanis egy jatékot, amelynek minden egyes idépont-
ban van egy forduléja, és ennek sordan nyereményiink értéke (véletlenszeriien) megvalto-
zik. Jelolje F,, azt a o-algebrat, amely tartalmazza az n-idépontig Osszegyiijtott osszes
informéciénkat, &, (w) pedig a nyereményiink értékét az n idépontban. Ekkor az n+ 1-ik
fordul6é utani idépontbeli varhaté nyereményiink az n-ik forduléban rendelkezésiinkre
allé ismeretek alapjan E(&,+1(w)|Fn). A jaték akkor igazsigos, ha ez a varhatd nyere-
mény megegyezik az n-ik idépontbeli &, (w) nyereményiinkkel, és akkor el6nyos, ha na-
gyobb néla. Tobb a martingalok elméletében fontos eredmény ezen kép alapjan értheto
meg. Mielott ezeknek az eredményeknek a targyaldsat elkezdenénk, idézziik fel a mar
tanult feltételes varhaté érték definicidjat és legfontosabb tulajdonsagait.

A feltételes varhatd érték definicidja felhasznalja az alabb felidézendé Radon—
Nikodym tételt. E tétel megfogalmazasdnak érdekében el6szor be kell vezetni (el6jeles)
mértékek egy mas mérték szerinti abszolut folytonossaganak a definicigjat.

Egy eldjeles mérték abszolut folytonossaganak a definicidja egy masik mérték
szerint. Legyen p (esetleg o )-véges (o-additiv) mérték és v véges (o-additiv) eldjeles
mérték eqy 1 téren értelmezett F o-algebrdn. Azt mondjuk, hogy a v eldjeles mérték
abszolut folytonos a p mérték szerint, ha minden olyan C € F halmazra, melyre u(C) =
0, a v(C) =0 reldcid is teljesiil.

Radon—Nikodym tétel. Legyen adva egy ) tér, rajta eqy F o-algebra, tovibbd ezen
a F o-algebran eqy p (o-véges) mérték és v (véges) eldjeles mérték. Tegyiik fel, hogy
a v eldjeles mérték abszolut folytonos a p mértékre nézve. Akkor létezik olyan az €2
téren definidlt valds értékd F mérhetd f(w) figguény, melyre [|f(w)]du(w) < oo, és
Jo f(w) dp(w) < oo minden C € F halmazra. Tovdbbd ez az f(w) figgvény egyértelmi
a kévetkezd értelemben. Ha két fi(w) és fa(w) F mérhetd fiigguény teljesiti a fenti
reldaciot minden C € F halmazra, akkor fi(w) = fa(w) a p mérték szerint majdnem
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minden w €  pontban.

Megjegyzés: A Radon-Nikodym tétel tipikus egzisztencia tétel. Az &altalanos esetben
nem ad médszert arra, hogyan lehet a keresett f(w) Radon—Nikodym derivéltat effektive
kiszamolni. Ez a probléma a feltételes eloszlas és feltételes varhato érték fogalmaban is
megjelenik, és ez teszi a feltételes varhato érték fogalmat nehézzé.

Tekintsiink egy (€2, A, P) Valészinﬁségi mez6t, azon egy integralhato £ valdoszintiségi
véaltozot (azaz legyen E]£ fQ 1€(w)|P( dw) < 0) és egy F C A o-algebrét.
Definidljuk a u(A) = [, € RS ), A € A, el6jeles mértéket. (Honnan tudjuk, hogy ez
valéban elgjeles mertek7) Ekkor L nyllvanvaloan abszolut folytonos mérték az (€2, A, P)
téren a P mértékre nézve. Ha tekintjiik a P mérték és u el6jeles mérték megszoritasat
a F o-algebrara, akkor a p el6jeles mérték tovabbra is abszolut folytonos marad a P
mértékre. Ezért bevezethetjiik a feltételes varhato érték alabbi definicidjat.

Feltételes varhaté érték definiciéja. Legyen adva egy &(w) integrdlhatd valdszindsé-
gi valtozo és eqy F o-algebra egy (L2, A, P) valo’sz@’nﬁség@' mezé’n Definidljuk a pn = p(§)
eldjeles mértéket a F o-algebrdn a (B fB , B € F, képlet segitségével.
A &(w) valoszindségi vdltozo E(E(w)|F) felteteles varhato erteke az F o-algebrdra nézve
eqyenld a p elbjeles mérték (F-mérhetd) Radon-Nykodim derivdltjaval a P valdsziniiségi
mértéknek a F o-algebrdra vett megszoritdsara nézve.

Feltételes valoszintiiség altalanos definicidja. Legyen adva eqy A mérheté halmaz és
eqy F C A o-algebra egy Q, A, P) valdsziniségi mezén. Az A halmaz P(A|F) feltételes
valoszintségén feltéve az F o-algebrdt az A halmaz I 4(w) indikdtorfigguényének (azaz
In(w) =1, haw € A, I4(w) =0, ha w ¢ A) E(14(w)|F) feltételes varhato értéket
értjik.

1. megjegyzés: Legyenek adva valamely 7y, ..., n, valdsziniiségi véltozok egy (22,4, P)
valésziniiségi mezén. A B(ny,...,n,) o-algebran a legsziikebb olyan o-algebrat értjiik,
amelyre nézve az 1)y,...,n; valdésziniiségi valtozok mindegyike mérheto, és adva egy
integralhaté & valdszinliségi valtozé hasznaljuk az

E€m, - mk) = EEBm, - mx))

jelolést is. (Az egyszeriibb jelolés érdekében véges sok 7 valésziniiségi valtozdt irtam,
de vehetiink végtelen, akar kontinum sok 7 valdszintiségi valtozot.

2. megjegyzés: Gyakran hasznaljék (az el6z6 megjegyzés fogalomrendszerét alkalmazva
az E(&lm = x1,...,m = xk) jelolést is, és beszélnek egy &(w) valésziniiségi valtozo
feltételes varhato értékérdl feltéve, hogy valamely 7y, ... , mi valdszintiségi valtozok xq,

., x értékeket vesznek fel. Ez a kovetkezot jelenti. Azt mondjuk, hogy E(&|n =
1y = Tk) = g(x1,...,2k), ha a g fliggvény teljesiti a kdvetkezé tulajdonsagot.
Eln,...,nt) = glm,...,nk). (Ez az azonossag tugy értendd, hogy a két oldal 1
valésziniiséggel megegyezik.) Természetesen e jelolés jogossdganak érdekében meg kell
mutatni, hogy a kivant tulajdonsagu ¢ fiiggvény mindig létezik, illetve tisztdzni kell azt,
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hogy tekinthetjiik-e ezt a g fliggvényt egyértelmiien definidltnak. A kivant tulajdonsagui
g fiiggvény létezését biztositja az alabbi (bizonyitds nélkiil kozolt) mértékelméleti ered-
mény.

Tétel. Legyen adva egy (2, A, P) valdszintiségi mezd, azon ni(w),...,nx(w) valdszi-
niiségi vdltozok. Jeldlje F a m(w), . ..,nk(w) valdszintiségi vdltozdk dltal generdlt o-
algebrdt. Eqgy C valdsziniiségi valtozo akkor és csak akkor mérhetd erre az F o-algebrdra,
ha létezik a k-dimenzids RE euklideszi térben olyan Borel mérhetd g(x1,...,xx) figg-

vény, amelyre ((w) = g(m(w), ..., nk(w)).

Egy ((w) valdszintiségi valtozé fenti tételben megadott reprezentacidjaban az ott
szerepld g fiiggvény nincs egyértelmiien meghatarozva. Valéban, gondoljuk meg, hogy
olyan (z1,...,x) pontokban, amelyeket az (n;(w),...,nk(w)) semmilyen w € € helyen
nem vesz fel a g(x1, ..., zy) fliggvényt tetszéleges médon definidlhatjuk. Viszont igaz (és
egyszeriien bizonyithat6) a kovetkezd gyengébb értelemben vett egyértelmiiség, amely
elegendd a szdmunkra. Ha p jeldli az (11 (w), ..., nx(w)) véletlen vektor eloszlasat (az R¥
tér k-dimenziés Borel mérhet6 halmazain), és g(n (w), ..., nk(w)) = g(n1(w), ..., nx(w))
1 valészintiséggel, akkor g(z1,...,2x) = g(z1),...,2x) a p mérték szerint majdnem
minden (z1,..., ) pontban.

Felsorolom a feltételes varhato érték legfontosabb tulajdonsagait. Az alabb fel-
sorolt azonossidgok ugy értendok, hogy az azok két oldalan szereplo kifejezések egy
valoszinliséggel megegyeznek.

Tétel a feltételes varhaté érték tulajdonsagairdl.
oo

1. Ha Y |ax|E|&k| < 0o, F C A tetszbleges o-algebra, akkor
k=1

E (Z arék
k=1

2. Ha E|{] < o0, G C F C A tetszbleges o-algebrdk, akkor E (E({|F)|G) (w) =
E(&|G)(w) majdnem minden w € Q pontban. Specidlisan E (EE|F) = E.

3. Ha & olyan valdsziniségi valtozo, melyre P(a < & < b) = 1 alkalmas —o0 < a <
b < oo szamokkal, F C A o-algebra, akkor a < E({|F)(w) < b majdnem minden

w € Q pontban. Altaldnosabban, ha &(w) > n(w) majdnem minden w € Q pontban,
akkor E(&|F)(w) > E(n|F)(w) majdnem minden w € S pontban.

4. E(¢|A)(w) = &(w), ahol A a valdsziniségi mezd definicidgjaban szerepld ,,legna-
gyobb” o-algebra. Ha Ag jeloli a trividlis o-algebrdt, amelyik csak az Q és 0 iires

halmazbdl dll, akkor E(&|Ap)(w) = E.

5. Ha E|§| < o0, F C A, a & valdsziniiségi vdltozo figgetlen az F o-algebrdtdl, azaz
ha tetszéleges F' € F és a szdmegyenesen lévé Borel mérheté B C R halmazokra,
PH{w: &w) e B}NF)=P({w: {(w) € B})P(F), akkor E(¢|F)(w) = E.

6. Ha E¢? < 00, En? < 00, F C A, a & valdsziniiségi vdltozé F o-algebrdra mérhetd
valdszintiségi viltozo, azaz tetszéleges a szdmegyenesen lévé Borel mérheté B C R*

f) (w) = Z ap E(&k|F)(w)  majdnem minden w €  pontban.
k=1
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halmazra, {w: {(w) € B} € F, akkor E(&{n|F)(w) = &(w)EMN|F)(w) majdnem
minden w € ) pontban.

Megadok még két a feltételes varhato értékrdl sz6lé fontos eredményt, amelyeket
itt nem fogunk haszndlni, viszont hasznos tudni 6ket. Ezek koziil az elsé (nehezebb)
eredmény azt fejezi ki, hogy minden F o-algebrara és £(w) valdsziniiségi valtozora létezik
a &(w) valdszintiségi véltozénak olyan feltételes eloszldsa, amely minden w € Q-ra valédi
az (w-tdl fiiggd) valdszinliségi mérték. A masodik eredmény arrdl szdl, hogy a feltételes
varhaté értékeket ki lehet fejezni a feltételes eloszlasok segitségével hasonléan ahhoz,
ahogy a varhaté értékeket ki tudjuk fejezni az eloszlasok segitségével. Ebbol kovetkezik,
hogy sok a varhaté értékekrol szold eredményt altaldnositani tudunk feltételes varhatéd
értékekre is. Az elsé eredmény a kovetkezo.

Tétel a feltételes reguldris eloszlas létezésérél. Legyen (£1(w),...,&k(w)) egy k-
dimenzids valdsziniségi vektor egy (2, A, P) wvaldsziniségi mezén, F C A o-algebra.
Jelélje B a Borel o-algebrdt az RF k-dimenzids euklideszi téren. A (£1(w),. .., &k (w))
véletlen vektornak létezik az F o-algebra szerinti requldris feltételes eloszldsa, azaz meg
lehet adni egy olyan F(B,w), F(B,w): B x Q — R, fiigguényt, melyre

i.) F(B,-) minden B € B halmazra F mérhetd valosziniségi vdltozo.

ii.) F(-,w) minden w € Q pontra valdszintségi mérték az R¥ k-dimenzids euklideszi
tér B o-algebrdjin, azaz F(R* w) =1, 0 < F(B,w) < 1 minden B € B halmazra,
F ( U Bk,w> = > F(By,w) minden diszjunkt By, € B, k =1,2,..., halmazokbdl

k=1 k=1

allo rendszerre.

iii.) F(B,w) = P((&1(w),...,&k(w)) € B|F) (w) minden B € B halmazra. Ez azt je-

lenti, hogy az F(B,w) fliggvény tekinthetd mint a csak majdnem minden w € S pontban

meghatdrozott P ((§1(w),...,&k(w)) € B|F) (w) feltételes valdsziniség eqyik verzidja.

Legyen adva egy JF o-algebra, két véletlen vektor, amelyek koziil az egyik F
mérheto, és tekintsiik ezen véletlen vektorok valamely fliggvényének a feltételes varhaté
értékét feltéve a F o-algebrat. A kovetkez6 eredmény tartalma az, hogy ezt a feltételes
varhaté értéket természetes modon ki lehet szamolni a feltételes eloszlas szerinti integral
segitségével.

Tétel. Legyen adva egy (2, A, P) o-algebra, azon eqy F C A o-algebra, eqy & =

(&1,...,&k) k-dimenzids ésn = (n1,...,m) l-dimenzids véletlen véletlen vektor. Legyen
tovdbbd az (ny,...,nr) véletlen vektor F mérhetd, és jelélje F(B,w), B C R* Borel
mérhetd figgvény, w € Q a (&1,...,&) véletlen vektor reguldris feltételes eloszldsa

feltéve az F o-algebrat. Legyen h(xy,...,Zk,Y1,--.,y1) egy k+1 vadltozés Borel mérhetd

fliggvény, melyre E\h(&1, ... &kyniy--ym)| < 0o. Az E(h(&1, -y &ksm1y -, m)|F) (w)
feltételes vdarhato értéket ki lehet szdmitani a kovetkezo képlet segitségével:

E (s &hms - m)|F) (w)

— [/h(ml,...,xk,yh...,yl)F(dajl,...,dack,w)

y1=n1(w),...,y1=n1(w)
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A kovetkez6 feladatokban megfogalmazok néhany fontos példat martingalokra. A
feladat allitasai ellenorizhetoek a feltételes varhaté érték elébb felsorolt tulajdonsagai-
nak segitségével.

1. feladat. Legyenek &1,&; ..., fliggetlen valésziniiségi valtozdk, amelyekre F|,| < oo

minden n = 1,2,... szdmra. Ha F¢, = 0 minden n = 1,2,..., szdmra, akkor az

Sk =Y &k, k=1,2,..., részletosszegek martingalt alkotnak. Ha F¢,, > 0 minden n =
j=1

1,2,... szamra, akkor az S, k = 1,2,..., részletosszegek szemimartingalt alkotnak.

2. feladat. Legyen adva az A o-algebra rész-o-algebrdinak novekvo F; C Fo C Fo C
-+« C A az sorozata és egy £ valoszintiségi valtozd, F|£| < oo, egy (£2,.A, P) valésziniiségi
mezén. Ekkor az X,, = E(¢|F,), n=1,2,..., sorozat martingalt alkot.

n
3. feladat. Legyenek &;1,&o,... fiiggetlen valésziniiségi valtozdk, T,, = [] &k, n =
k=1

1,2,.... Ha F§; = 1 minden j = 1,2,... szdmra, akkor a T}, n = 1,2,..., sorozat
martingdl. Ha E{; > 1,és P(§; >0) =1, j=1,2,..., akkor T}, szemimartingdl.

4. feladat. Legyen W (t,w), t > 0 egy Wiener folyamat. Ekkor mind a W (¢,w), mind
a W2(t,w) —t, t > 0, sztochasztikus folyamat martingdl. (Erdemes mind a két szto-
chasztikus folyamat esetében a F, = B(W (s); s < t), o-algebrat tarsitani a W (¢) illetve
W?2(t) — t valészinliségi valtozéhoz.

4'. feladat. Legyen P(t,w), t > 0 egy Poisson folyamat, A\ = 1 paraméterrel. Ekkor
mind a P(t,w) — ¢, mind a (P(t,w) —t)? — ¢, t > 0, sztochasztikus folyamat martingal.
Altaldban, ha X (t,w) egy fliggetlen és stacionarius névekményti sorozat EX (t,w) = 0
és EX?(t,w) = t, akkor X (t,w) és X?(t,w) — t martingdl.

A 4. feladat felsorolja egy Wiener folyamat bizonyos tulajdonsagait. Ezenkiviil
tudjuk, hogy a Wiener folyamat trajektoriai folytonosak. Megfogalmazom a Wiener
folyamat egy korabbi jellemzésének altaldnosabb, martingal-tulajdonsagokkal megadott
jellemzését.

Tétel a Wiener folyamatok egy jellemzésérdl. Legyen X (t,w), EX(t,w) =0, 0 <
t < oo, olyan sztochasztikus folyamat, amelyre EX?(t,w) < oo minden t > 0 szdmra,
X(0,w) = 0 egy valdszintiséggel, és az X (t,w) és X2(t,w) —t, t > 0 sztochasztikus
folyamatok martingdlok (az Fy = {X(s,w), s < t}, t > 0 o-algebrdk rendszerére nézve.)
Ha ezenkivil az X (t,w) sztochasztikus folyamat minden trajektoridja folytonos, akkor
ez Wiener folyamat.

A fenti tétel bizonyitasat elhagyom. Megjegyzem, hogy a tétel bizonyitasanak
lényege az, hogy a fliggetlen valdsziniiségi valtozdk Osszegeire szl centralis hatarelosz-
lastétel altaldnosithaté martingdlokra is, és ennek az itt nem ismertetett eredménynek
a segitségével belathatd, hogy tetszoleges 0 = tg < t1 <ty < --- <t < o0 szamokra a
tétel feltételeinek teljesiilése esetén az X (t;,w) — X (t;_1,w), 1 < j < k, valdszintiségi
valtozok fliggetlenek, és normalis eloszldsiak 0 varhato értékkel és t; —t;_1 szérasnégy-
zettel.



Ismertetek néhdny a martingalokrdl és szemimartingdlokrol sz616 fontos eredményt.
Nem adom meg mindegyikiik részletes bizonyitasat. Néhany esetben a bizonyitas fontos
lépéseit (némi magyarazattal ellatott) feladat formédjaban fogalmazom meg. Viszont
igyekszem elmagyarazni, hogy a bizonyitasok hatterében ott van az igazsdgos és elonyos
jatékok tulajdonsagairdl szolé természetes gondolat. Az elsé eredmény azt fejezi ki, hogy
egy igazsagos jaték esetén nem tudom a jatékot ugy abbahagyni, hogy az szamomra
szigorian elonyos legyen, egy elonyos jaték esetén pedig a legelényosebb stratégia az,
ha a jatékban végig részt veszek. Természetesen, amikor arra gondolok, hogy milyen
szabaly szerint hagyjam abba a jatékot, akkor olyan szabalyra gondolok, amelyet ef-
fektive végre is tudok hajtani. Ennek pontos megfogalmazédsa érdekében bevezetem a
kovetkez6 fogalmat.

Megallasi szabaly definicidja. Legyen adva o-algebrdk névekvs Fu C Fo C F3 C
-+« C A sorozata egy (2, A, P) valdszintiségi mezén. Azt mondjuk, hogy egy pozitiv egész
értékeket (és esetleg a 0o) értéket) felvevd T(w) wvaldszindiségi vdltozé megdlldsi szabdly
e o-algebrdk rendszerére nézve, ha {w: 7(w) = n} € F, minden n =1,2,... szamra.

E fogalom idében folytonos megfeleldje a kéovetkezé: Legyen adva Fy C A, 0 <t <
00, o-algebrdknak egy novekvd rendszere (azaz legyen Fs C Fy, ha s <t) egy (2, A, P)
valdszinidségi mezén. Azt mondjuk, hogy egy mem negativ értékeket (és esetleg a o)
értéket) felvevd T(w) wvaldsziniiségi valtozé megdlldsi szabdly e o-algebrdk rendszerére
nézve, ha {w: 7(w) <t} € F; minden t > 0 szamra.

Megadom a definicié valtozatat abban az esetben, ha o algebrak helyett valészini-
ségi valtozok egy sorozata vagy egy sztochasztikus folyamat van adva.

Megallasi szabaly definicidéja. Legyen valdsziniiségi vdltozok &1 (w), 2(w), ... soro-
zata eqy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. FEgy pozitiv egész értékeket (és esetleg a o)
értéket) felvevd T(w) waldszindségi vdltozé megdlldsi szabdly e wvaldsziniségi valtozdk
sorozatdra nézve, ha megdlldsi szabdly a F,, = B(&x(w),1 < k < n) o-algebrdk névekvd
rendszerére nézve.

E fogalom idében folytonos megfelelbje a kovetkezd: Legyen adva egy X (t,w), t >
0, egy a pozitiv félegyesen definidlt sztochasztikus folyamat egy (2, A, P) valésziniiségi
mezén. Azt mondjuk, hogy egy nem negativ értékeket (és esetleg a o) értéket) felvevd
T(w) waldszintiségi valtozé megalldsi szabdly e sztochasztikus folyamatra nézve, ha meg-
dllasi szabdaly a Fy = B(£s: 0 < s <t), t > 0, o-algebrdk novekvd rendszerére nézve.

Erdemes bevezetni a 7(w) (véletlen) megalldsi idSpontig Gsszegyiijtott informéciot
tartalmazé F, o-algebrat is. Egy B halmaz akkor és csak akkor tartozik a F. o-
algebraba, ha a 7 id6pontig tett megfigyelések alapjan el tudjuk donteni, hogy a B
esemény bekovetkezett-e vagy sem. A pontos definicié a kovetkezo.

Egy megallasi szabaly altal generalt o-algebra definicidja. Legyen adva o-
algebrdk névekvé Fy C Fo C Fz C -+ C A sorozata eqy (2, A, P) wvalésziniiségi
mezdn, €és legyen T(w) megdlldsi szabdly erre a rendszerre nézve. A F, o-algebra a
kovetkezé halmazokbol dll: Egy B C ) halmazra B € F, akkor és csak akkor, ha
Bn{w: 7(w) <n} € F, mindenn =1,2,... szdmra.
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E fogalom iddben folytonos megfeleldje a kovetkezé: Legyen adva és o-algebrdk
novekvd Fy C A, 0 <t < oo, rendszere (azaz legyen Fs C Fy, ha s < t) eqy (2, A, P)
valdsziniségi mezdn, és legyen T(w) megdlldsi szabdly erre a rendszerre nézve. A F
o-algebra a kévetkezd halmazokbdl all: B C 2 halmazra B € F. akkor és csak akkor, ha
Bn{w: 7(w) <t} € F minden t > 0 szdmra.

Feladat 1: Lassuk be, hogy a fenti definicié értelmes, azaz a F. rendszer valoban o-
algebra.

Feladat 2: Legyen adva o-algebrdk novekvé F; C Fo C --- A sorozata egy (2,4, P)
val6szinliségi mezo6n, valamint egy 7(w) megallasi szabély erre a rendszerre nézve, és
valésziniiségi valtozdk olyan & (w), {2(w), . .. sorozata, amelyre a &, valdszintiségi vélto-
76 F, mérheté minden n = 1,2, ... szdmra. Mutassuk meg, hogy &, (w) Fr mérheto.

Feladat 3: (nem kdételezd) Tekintsiik névekvé F; o-algebrdknak a ¢ > 0 szdmokkal
paraméterezett novekvé rendszerét, és egy ezekre nézve természetes moédon adaptalt
X(t,w) folytonos trajektoridji sztochasztikus folyamatot. Fogalmazzuk meg és bi-
zonyitsuk be egy ilyen rendszerre a feladat 2 természetes megfelelgjét. (Miért kellett
feltenni azt, hogy a sztochasztikus folyamat trajektoridi folytonosak?

Tétel véletleniil megéllitott (szemi)martingdlok varhaté értékének becslésé-
r6l. Legyen adva eqy (§k(w), Fi), k= 1,2,..., martingdl és egy T7(w) megdlldsi szabdly
a Fr, k = 1,2,... o-algebrdk rendszerére nézve, amelyre P(n < 17(w) < N) =1
valamilyen 1 < n < N < oo szdmokra. Ekkor

E(&r ) ()| Fn) =&n(w) és E(EN(w)|[Frw) = &rw)(w) 1 valdsziniséggel. (D3)
Specidlisan
Eén(w) = Eé () (w) = Eé{n(w) = B (w). (D4)
Ha (& (w), Fr), k=1,2,..., szemimartingdl, akkor

E(ET(M) (W)’fn> > €n<w) és E(fN(w)’fT(w)) > 57'(0.)) ((“)> 1 valdsziniséggel, (D3l)

ezért
By (w) < By (w) < By (w). (D4")

Bizonyitds. Eloszor a (D3) és (D3') formuldk baloldali azonossigéat bizonyitjuk be.
Ennek érdekében vegyiik észre, hogy az ni(w) = &rp1(w) — &(w), n < k < N,
valésziniiségi véltozok Fj1 mérhetdek, és a (& (w),Fr), n < k < N, rendszer mar-
tingal volta ekvivalens azzal, hogy E(nx(w)|Fk) = 0, szemiszemimartingdl volta pedig
azzal, hogy E(ni(w)|Fx) > 0 1 valészintiséggel minden n < k < N indexre. Vezessiik
be az fr(w) = (W) ie: r)>k+1}, 7 < k < N valdszintiségi véltozékat. Mivel

N—1
E(¢r ) (W) Fn) = &n(w) = > M(w), a (D3) és (D3') formuldk elsé részének az iga-
k=n
zoldsdhoz elég azt bebizonyitani, hogy Eni(w)|F,) = 0, k& < n < N, ha (&, Fk),
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n < k < N, martingdl, és Eng(w)|Fn) > 0, n < k < N, ha (&,Fx), n < k <
N, szemimartingdl. Viszont az {w:7(w) > k + 1} € Fj, (mert komplementere az
{w:T(w) < k} € Fj, halmaznak.) Ezért a feltételes varhaté érték tulajdonsigai alapjan
E(r(w)|Fn) = Eme(w)w: rwy>kr131Fn) = Elqw: r@)>k+13 B0 (w0) | k)| Fn). In-
nen E(7g(w)|F,) = 0, ha (& (w), Fr) martingdl, azaz E(ng(w)|Fr) = 0. Hasonléan,
E(ng(w)|Fn) >0, ha (§k(w), Fi) szemimartingal.

A (D3) és (D3') formuldk elsé azonossagabdl megkapjuk a (D4) és (D4’) képletek
elso allitasat, ha varhaté értéket vesziink mind a két oldalon.

A (D3) azonossag masodik reldcidjanak a bizonyitasa hasonlé elven alapul. Elég
beldtni azt, hogy E(En(w)l{w: r(w)=k}|[Fr) = Ee(W){w: r(w)=k} tetszlleges n <k < N
szamra, mert ezt az azonossagot Osszegezve minden n < k < N szamra megkapjuk a
kivant dllitdst. Viszont tekintve egy tetszdleges B € F,(, halmazt BN{w: 7(w) = k} €
Fi, ezért felhaszndlva a tekintett sorozat martingal tulajdonsagat és azt a tényt, hogy
az EN(W){w: r(w)=k) fliggvény nulldval egyenld az {w: 7(w) # k} halmazon, kapjuk a
kovetkez6 azonossagot: Ha B € F (), akkor

/ En (@)L 2y Pdw) = / v (w)dP(dw)
B B

N{w: 7(w)=k}

Bn{w: 7(w)=k} B

Val6jaban ezt az allitast kellett bizonyitanunk.

A (D3') egyenlétlenség mésodik relaciéjdanak a bizonyitdsa hasonlé. Mindossze
azt kell észrevenni, hogy a szemimartingdl tulajdonsig az E({n(w)lfy: r(w)=k}|Fr) =
§e(W) . r(w)=k} egyenlStlenség bizonyitasdt teszi lehetévé tetszdleges n < k < N
szamra. Végil a (D4) és (D4’) még nem bizonyitott része kovetkezik a (D3) és (D3')
relaciok mésodik felének az integraldsabdl.

A fenti tételben feltételeztiik, hogy a 7 megallasi szabaly 1 valdsziniiséggel véges.
Ezt a feltételt lehet gyengiteni, de teljesen elhagyni nem lehet, mint a kovetkezd hires
példa mutatja. Tegyiik fel, hogy a kovetkezd jatékot jatszhatjuk. Feldobnak egy
pénzdarabot, amely % valoszintliséggel esik a fej, % valoszinliséggel az iras oldalra. Fel-
tehetlink tetszoleges tétet, és fej dobas esetén tétiink megduplazodik, irds dobds esetén
pedig elvész. Tegyiik fel, hogy célunk a kovetkezd: Biztosan akarunk nyerni 1 forin-
tot. Ennek érdekében feltesziink 1 forintot, és ha nyertiink hazamegyiink. Ha nem,
duplazunk, 2 forintot tesziink fel, ha nyeriink hazamegyiink, ha nem duplazunk és 4
forintot tesziink fel. Ha nyeriink hazamegyiink, ha nem duplazunk és 8 forintot tesziink
fel, és igy tovabb. El6bb vagy utébb 1 valdszinliséggel megjelenik a fej dobds, és ilyen
moédon ebben az igazsagos jatékban 1 valdszintiséggel megnyerjiik a kivant 1 forintot.
Ezek szerint mégis lehet egy igazsagos jatékban biztosan nyerni? Beszéljiik meg ezt a
példat részletesebben, fogalmazzuk meg a hozzatartozé matematikai modellt.

Egy érdekes matematikai modell. Legyenek &1,&o, ..., fiiggetlen valdszintiségi valtozok,
amelyekre P(fn = 2”71) = P(én = —2”71) = %, n =12, ..., és legyen S, = E k-
k=1



Ekkor S, n = 1,2,..., martingdl. Definidljuk a kévetkez6 megéllasi szabélyt. 7(w) =
min{n: n > 1, S, > 1}, és vezessiik be a 7y (w) = min(7(w), N) megallasi szabalyokat
is minden N = 1,2,... szdmra. Ekkor P(7(w) = k) =2"% k=1,2,..., (a7(w) = k
esemény akkor kovetkezik be, ha a &,, n =1,2,..., valtozok koziil a k-ik az els6 pozitiv
értékii valdsziniiségi valtozo), ezért P(7T(w) < 0o) 1 valdsziniiséggel, és P(S, = 1) = 1.
Ez felel meg az el6bbi jatéknak, és annak az allitasnak, hogy 1 valdszintiséggel 1 forintot
nyeriink. Tekintsiik a 7y megallasi szabalyokat, és a hozzatartozo nyereményeket. Ekkor
P(ry(w) = k) =27% minden 1 < k < N szdmra, P(ty =2 27V, P(S, (w(w) =1) =
122N, P(S, (@) = —(14 24+ 2871) = P(S, (w) = —(2Y = 1) = 27V, B
azt jelenti, hogy ES; () (w) = 0, ahogy a fenti tétel is dllitja, de E£S;(,)(w) = 1. Igaz
ugyan, hogy nli_)H;O Srn(w) (W) = 8-y (w) 1 valészintiséggel, ezért B (nli_{rgo STN(W)((U)) =
E(S;(w)(w)). De nem lehet felcserélni a limesz és varhaté érték képzés sorrendjét a
fenti azonossag bal oldalan. Megjegyzem, hogy a fenti példa azt mutatja, hogy valéban

lehet egy ilyen jatékban 1 valdszinliséggel nyerni, de ehhez végtelen sok tékével kell
rendelkezniink, ami lehetové teszi, hogy a jatékot ne kelljen id6 elott befejezniink.

Megmutatom, hogy a fent megfogalmazott tételnek véletleniil megallitott martin-
galok és szemimartingalok varhatd értékérdl fontos kovetkezményei vannak. Tobbek
kozott ebbol kovetkezik a fiiggetlen valdszintiségi valtozdk részletosszegeirol szold egyik
fontos eredmény, a Kolmogorov egyenlotlenség. A martingdlelméleti targyalds egyben
megvilagitja ennek az eredménynek a mélyebb hatterét.

El6szor bebizonyitok egy becslést martingalok és szupermartingalok maximumarol.

Becslés szemimartingdlok maximumardl. Legyen (&,,F,), n = 1,2,..., szemi-
martingdl. Ekkor

1 Elén(w)]
P max & (w ZA)S—/ Env(w)P(dw) < ———= D5
(s, Vi e iy S0P < S0
minden N =1,2,... egész és A > 0 valds szamra.

A becslés bizonyitdsa. Vezessik be a 7(w) = min(j: {;(w) > A) és 7(w) = min(7(w), N)
megallasi szabédlyokat. Alkalmazzuk a (D3’) reldcié mésodik felét a véletleniill meg-
allitott (szemi)martingdlok vérhatd értékének becslésérol szolé tételnek n = 1 és N
paraméterrel. Azt kapjuk, hogy

1<k<N

wp (max 62 0) < | 6o (@) P(do)
{w: max Er(w)>A}

<

B(ew ) o) P(d) = [ v () P(d),

/{w: max &x(w)>A} {w: max &g(w)>A}
1<k<N 1<k<N

mert {w:  max Ek(w) > A}, és ez a (D5) formula elsé egyenlétlensége. A (D5) formula

mésodik egyenlétlensége nyilvanvald.
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A Kolmogorov egyenlGtlenség egyszeriien bizonyithaté az el6z6 becslés és a kovet-
kez6 lemma segitségével.

Lemma. Legyen adva eqy F C A o-algebra és egy az EE? < oo feltételt teljesitd &
valdszinidségi valtozo egy (2, A, P) valdsziniségi mezén. Ekkor teljesiil a

E(€2F) > (Eg\]—“))Q 1 valdsziniiséggel.

egyenldtlenség. EbbOL az egyenldtlenségbdl kiovetkezik, hogy amennyiben (&,,F,), n =
1,2,..., martingdl, és B2 < oo minden n = 1,2,... szdmra, akkor (£2,F,), n =
1,2,..., szemimartingdl.

A lemma bizonyitdsa. Azt allitom, hogy E(£2|F) — (EE|F))? = E(E — E(E|F))?|F),
ahonnan E(£2|F) — (EE|F))? > 0, tehat a lemma egyenlétlensége igaz. Az elézd
azonossag kovetkezik az E((¢—E(€|F))2|F) = E(E2|F)—2E(EE(E|F)|F)+(E(&|F))? =
E(&2|F) — (E(&|F))?, mert E(EE(E|F)|F) = (E(£]F))? szadmolasbdl.

Ezért, ha (&,, Fn), n=1,2,..., martingal, F£2 < oo minden n = 1,2, ... szémra,
akkor E(&2,1|Fn) > (E(&n41|Fn))? = E(w), n=1,2,..., és ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzés: Az el6zé lemma bizonyitasaban hasznélt azonossag hatterében az a jol
ismert tény all, hogy az E(&|F) feltételes varhatd érték a & valdsziniiségi valtozé orto-
gonalis vetiilete a F o-algebrara, ezért alkalmazhatjuk a Pythogorasz tételt a megfelelo
valészintiségi véltozdkra. Az gy kapott az £(w)? = (E(w) — E(£(w)|F)? + E(E(w)|F)?
azonossag két oldalan véve a F o-algebra szerinti feltételes varhato értékét megkapjuk
a lemma bizonyitasdban felirt azonossagot.

A fenti eredmények egyszerii kovetkezménye a Kolmogorov egyenl6tlenség.

Kolmogorov egyenlGtlenség. Legyenek &1, ...,&N figgetlen valoszinidségi valtozok,
amelyekre EE, = 0, 02 = F&2 < oo minden 1 < n < N szimra. Vezessiik be az
n

Sp =Y. &k, 1 <n <N, részletdsszegeket. Eményes a
k=1

N
) < Var Sy /=1

2
On

= minden x > 0 szdmra
2 2

P( max |S,| > x
1<n<N

reldcio, amelyet Kolmogorov egyenlotlenségnek hivnak.

Bizonyitds. Az Sp(w), n =1,..., N, sorozat martingalt, ezért az eléz6 lemma alapjin
az S,QL (w), n=1,..., N, sorozat szemimartingalt alkot. Alkalmazva erre a szemimartin-
galok maximumardl szélé becslést kapjuk, hogy

N

2
o
ES? Var S - "
P max |S,| >z < N — ==
(1§n§N| nl - 2 x? x2
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amint allitottuk.

1. megjeqyzés. Erdemes megjegyezni, hogy a Kolmogorov egyenlotlenség ugyanazt a
becslést adja a P max |Sn| > ) valésziniiségre, mint amit a Csebisev egyenl6t-
_n_

lenség ad a P (|Sy| > x) valészinliségre. Ez az eredmény olyan tényt fejez ki, hogy
fliggetlen, nulla varhato értékli valdszintiségi valtozok részletosszegeinek a maximuma
nem sokkal nagyobb, mint az utolsé részletosszeg. Tobb ilyen jellegli eredmény van a
valésziniiségszamitasban, (lasd példaul a kovetkezd 2. megjegyzést). A Kolmogorov
egyenlétlenség hasznos példaul a nagy szamok erds torvényének a bizonyitasaban. Ha a
nagy szamok torvényét a leheto legaltalanosabb feltételek mellett akarjuk bizonyitani,
akkor minél enyhébb momentum feltételek mellett kell j6 becslést adni fiiggetlen valo-
szinliségi valtozok részletosszegeinek a maximumara. Ilyenkor a Kolmogorov egyenl6t-
lenség tesz jo szolgalatot.

A Kolmogorov egyenl6tlenség bizonyitasaban szereplé lemménak érvényes a kovet-
kezo6 altaldnositasa.

Lemma martingdlok konvex fiiggvényeirSl. Legyen adva egy &(w) valdsziniségi
vdltozo és eqy ®(x), —oo < = < 00, konvex fiigguény, amelyekre teljesiilnek az E|&(w)| <
o0 és E|P({(w)| < oo feltételek egy (2, A, P) valdszindségi mezén, és eqy F C A o-
algebra. Ekkor teljesil az

E(®(¢(w)|F)) > @ (E(&(w)|F)) 1 valdszintséggel

egyenldtlenség. Ezért, ha (&n,Fn), n = 1,2,..., martingdl, ®(x) konvex figguény, és
E|®(&,)] < 0o minden n = 1,2,... szamra, akkor (®(&,), Fpn), n=1,2,..., szemimar-
tingdl.

A lemma indokldsa. A Jensen egyenlGtlenség alapjan tudjuk, hogy a £ valdsziniiségi
valtozora érvényes az

pos() = [ @F(dn) = o ( [ar(an) ) = o (Blew)

egyendtlenség, ahol F(x) jeloli a & valészinliségi valtozé eloszlasfiiggvényét. Tudvan,
hogy 1étezik a & valdszintliségi valtozé F(B,w), feltételes eloszldsa F o-algebrara nézve,
ahol w € (), és B a szamegyenes Borel mérhet6 részhalmaza, és azt, hogy hogyan lehet
a feltételes varhaté értéket a feltételes eloszlas segitségével kiszamitani, kapjuk, ismét a
Jensen egyenl6tlenség segitségével, hogy

E®(¢(w)|F) = /(ID(x)F(da:,w) > o (/:I?F( dx,w)) =® (E((w)|F)
1 valészintiséggel,

ahol F(-,w) jeloli a £ valdszintiségi valtozd feltételes eloszldsat feltéve a F o-algebrat.
Ennek az egyenlStlenségnek a segitségével belathat6, hogy (®(&,),Fn) n = 1,2,...,
szemimartingdl az adott feltételek mellett.
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Feladat. Lassuk be elemi médszerekkel (a feltételes eloszlas 1étezésérél szolo eredmény
ismerete nélkiil), hogy | E(¢(w)|F)| < E(IEw)||F) é (E(E(w)|F)) " < B(€(w)*|F), ahol
o+ = max(z,0). Mutassuk meg, hogy ha (€, (w), Fy) martingdl, akkor (&, (w)], F) és
(&5 (w), Fn), n=1,2,..., szemimartingal.

Felhaszndlva a martingdlok konvex fiiggvényeirdl sz6l6 lemmét az ®(x) = |z|<,
1 < a < oo konvex fliggvényekkel valamint a (D5) formula elsé egyenl6tlenségét be
lehet 1atni az alabbi eredményt, amelynek bizonyitasat elhagyom.

Tétel martingdlok maximumadanak a momentumairdl. Legyen (&,,F,), 1 <n <
N martingdl. Ekkor

(0% Q (0%
E 1) < E|y|® 1,
(o lel) = (5%) Bl haa>

(& (&
< +
E (lgLaSXN|§n|> < gt o Elewllog” [enl

az a = 1 esetben, ahol log™ x = max(log x, 0).

2. megjegyzés. Az eléz6 eredmény azt jelenti, hogy egy martingdlnak (példaul nulla
varhato értékil valdsziniiségi véltozok részletosszegeinek) az abszolut értékét, akkor az
igy kapott sorozat maximuménak a momentumai csak konstans szdmszor nagyobbak,
mint az utolsé tag maximuma. Ez az egyenlotlenség is olyan tényt fejez ki, hogy egy
martingal maximuma nem sokkal nagyobb, mint az utolsé tagja.

Konvergencia tételek martingdlokra.

Fontos eredmények érvényesek martingalok 1 valdszintiségi konvergencidjarol. Itt csak a
legfontosabb eredményt ismertetem. Ezenkiviil megmutatom ennek az eredménynek egy
érdekes alkalmazasat, amely lehet6vé teszi bizonyos esetekben a Radon—Nikodym de-
rivalt tobbé-kevésbé explicit kiszamolasat. Ezeknek az eredményeknek a bizonyitasaban
is azt haszndljuk ki, hogy a martingalok az igazsigos, a szemimartingdlok pedig az
elonyos jatékok modelljei.

Tétel martingdlok 1 valésziniiségi konvergencidjardl. Legyen (&,(w),Fn), n =
1,2,..., martingdl egy (2, A, P) valdsziniségi mezdn. Ekkor az E|&,(w)|, n=1,2,...,
sorozat monoton novekszik. Ha ez a sorozat korldtos, azaz létezik olyan K > 0 szam,
amelyre E|¢,(w)| < K minden K = 1,2,... szdmra, akkor létezik 1 valdsziniiséggel a
€oo(w) = nl;ngo &n(w) hatarérték. Ezenkivil érvényes az Elé (w)| < K egyenldtlenséqg is

ugyanazzal a K > 0 konstanssal.
A tétel bizonyitdsa. Abbol, hogy (&, (w), F,) martingdl kovetkezik, hogy az (|&, (w)], Fn)
sorozat n = 1,2,..., szemimartingdl. Ezért az E|,(w)| sorozat monoton novekszik,

amint azt a tételben &llitjuk. Az, hogy a &,(w), n =1,2,..., sorozat 1 val6sziniiséggel
konvergal ekvivalens azzal a ténnyel, hogy nulla annak a valdészintisége, hogy az £, (w),
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n=1,2,..., sorozat limesz szuperiora szigorian nagyobb, mint annak limesz inferiora.
Ezért annak érdekében, hogy megmutassuk azt, hogy a &, (w) sorozat 1 valészintiséggel
konvergdl, elég megmutatni, hogy

P(liminf &, (w) <r; <re <limsup&,(w)) =0
n—0o0 n—00
minden (r1,72), 71 < 72, raciondlis szimpdrra. Ezt meg tudjuk mutatni ugy, hogy
definidljuk természetes médon azt, hogy az (§,(w),n), n = 1,2,..., pontokon keresz-
tiilmend (véletlen) tordttvonal fliggvény hényszor metszi &t az [r1, r2] X [1, 00| savot, és
bebizonyitjuk, hogy ez a metszésszam 1 valdszintiséggel véges.

Rogzitsiink valamilyen 1 < N < oo szamot és az 1 < n < N idéintervallumban
tortént atmetszések szaménak definicidja érdekében vezessiik be a kovetkezé (i (w), k =
1,2,... (véletlen) id6pontokat:

G(w) =min{k : 1 <k < N, & (w) <71}, ha létezik ilyen k index, (2(w) = min{k :
C((w) <k < N,&(w) > ro}, ha létezik ilyen £k index. A tovébbi (j(w), j = 3,4,...
idépontokat hasonléan definidljuk (amig ez lehetséges). Ha j péaros szam, akkor legyen
Ci+1(w) = min{k : (j(w) < k < N,&(w) < ri}, ha létezik ilyen k£ index. Ha j
péaratlan szdm, legyen (jy1(w) = min{k : {;(w) < k < N, (w) > r2}. Legyen Oy (w) a
legnagyobb olyan j index, amelyet ily médon definidlni tudtunk, és ezutdn definidljuk a
Can (w)41 Valészintiségi valtozot (véletlen index-szel) a (g, (w)+1 = IV képlet segitségével.
Vegyiik észre, hogy {w: (;(w) =n} € F), tetszéleges j = 1,2,..., 1 <n < N szamokra.
Itt ;(w)-t tekinthetjiik olyan valészintiségi valtozonak, amely nincs értelmezve az egész
(Q, A, P) val6szintliségi mez6n, vagy azt mondjuk, hogy (;(w) = N + 1 azokon az w € §)
helyeken, ahol eddig nem definidltuk 6t. Be lehet latni, hogy a By (w) valészintiségi
becslés varhaté értéke teljesiti a kovetkezo egyenlétlenséget.

Becslés annak varhato értékérol, hogy egy martingal hanyszor metsz at egy
intervallumot. Legyen (&,(w), Fpn), n=1,2,..., martingdl eqy (2, A, P) valdsziniiségi
mezon. Rogzitsink eqy N, N > 1 egész, és két ri, ra, 11 < 12, valds szamot, és tekintsuk
az dltaluk az el6z6 bekezdésben definidlt By (w) valdszindségi valtozot. Ez teljesiti az

EﬁN(w) —1

5 (r2 —71) < E(€n(w) — 1) < Elén ()] + |- (D6)

egyenlétlenséget, ahol T = max(z,0).

A becslés bizonyitdsa. Vezessiik be a &,(w) = (€n(w) — r1)T és nu(w) = Enpr(w) —
En(w), n = 1,2,..., valészinfiségi véltozokat. Ekkor (&,(w),Fp), n = 1,2,..., szemi-
martingdl, és E(n,(w)|F,) > 0 1 valdsziniiséggel minden n = 1,2,... szdmra. Te-
kintsiik a [(2j—1(w),(25)(w)], 1 < j < ﬁNT(w) (véletlen, és véletlen szami) interval-
[P
lumok rendszerét, valamint az A(w) = {1,..., N} \ U [¢2j—1(w),(2j(w)] | hal-
j=1

¥éi w)+1
[ N(Q) ]

mazt és Zn(w) = Y. (e, (@) (@) = Eey () (w)) valdszintiségi valtozot, ahol [z] egy
j=1
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szam egész részét jeloli. Ekkor (ry — rl)% < Zn(w) 1 valésziniiséggel, mert
(é(zj(w) (w) - §C2j—1(w)(w)) > (TQ - Tl)a ha 2] < ﬁn(w)a és a 2j = 61\7(“}) + 1 esetben
(€eas (@) (@) = &cay 1 (@) (W)) = 0. A most bebizonyitott egyenldtlenségbdl kovetkezik,

hogy
EﬁN(w) -1

9 §EZN(w)

(r2 — 1)

Masrészt azt allitom, hogy
EZnw) < E(&(w) —r)T.

A fenti két egyenlStlenséghdl kovetkezik a (D6) egyenlétlenség elsé fele. Az utoljéra felirt
N

egyenl6tlenség pedig azért igaz, mert E(§,(w) —71)t —EZn(w) = > Ennliy: ncaw)}
=1

és mivel {w: n € A(w)} € Fp, ezért En, I, nea(w) > 0 minden 1 <n < N szémra.

A (D6) formula mésodik egyenlétlensége nyilvanvald.

A tétel bizonyitasat egyszeriien befejezhetjiik az el6z6 becslés segitségével. Mivel
On(w), N = 1,2,..., monoton novekvé fiiggvénysorozat, Sy(w) > 0 minden N =
1,2,... szamra és w € 2 pontban, alkalmazhatjuk a Beppo-Levy tételt monoton
fiiggvény sorozat hatérértékének integraljarél. A Beppo-Levy tételbél és a (D6) becs-

1ésbél kovetkezik, hogy E (A}lm BN (w)) = A}im Efn(w) < 0o, ahonnan kapjuk, hogy

P <A}1m On(w) < oo) = 1. Innen kovetkezik a fent elmondottak alapjan, hogy a

&n(w) sorozat 1 valésziniiséggel konvergal egy £ (w) valésziniiségi véaltozéhoz. A Fa-
tou lemmé&bol kovetkezik, hogy E|¢w(w)| < lim E|&,(w)| < K. A Tétel bizonyitdsat
n—oo

befejeztiik.

Megjegyzés. Szeretnénk bizonyos esetekben tudni, hogy a &,(w) martingdl nem csak

1 valésziniiséggel konvergdl a £ (w) valdszintiségi valtozéhoz, hanem L; norméban is,

azaz lim F|{,(w) — £x(w)| = 0. Ez a relacié nem feltétleniil érvényes a martingalok
n—oo

1 valészintiségi konvergenciajarol szolé tétel feltételeinek teljesiilése esetén. Ellenpéldat
kaphatunk példdaul azon példa moédositasaval, amelyben megmutattuk, hogyan lehet
igazsagos jatékban 1 valdszintiséggel nyerni.

Legyenek X,,(w), n =1,2..., fiiggetlen valészintiségi valtozdk, P(X,(w) = 2" 1) =
P(X,(w) = —2"7') = 3. Definidljuk az S,(w) = > X;(w) részletosszegeket és a
j=1

T(w) = min{k: Si(w) > 1}, Th(w) = min(n,7(w)), n = 1,2,..., megéllasi szabdlyokat.
Vezessiik be az &,(w) = 57, ), n = 1,2,..., valésziniliségi véltozokat. Ekkor &, (w),
n=1,2,..., martingdl, és E|{,(w)|=2—-2"",n=1,2,.... Ez azt jelenti, hogy erre a

martingalra is alkalmazhaté a martingalok 1 valdszinliségi konvergenciajarél szolo tétel.
Kézvetleniil is lathaté, hogy lim &,(w) = 1, azaz a martingdl sorozat 1 val6szintiséggel
n—oo

konvergal 1-hez, mig F¢,(w) = 0. Tehdt ez a martingdl 1 valdszintiséggel konvergal
1-hez, és L1 normaban nem konvergdl oda.
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A kovetkezé eredmény a martingdlok 1 valdszinliségi konvergenciajardl szolo tétel
egyik érdekes kovetkezménye, amely segithet a Radon—Nikodym derivalt kiszamitasaban
bizonyos esetekben.

Tétel. Legyen adva egy {(w), E|{(w)| < 0o, valdszinidségi valtozd és F1 C Fo C ... A
o-algebrdk névekvd sorozata egy (2, A, P) valdsziniségi mezén. Jeldlje Foo a Fp, n =
1,2,... o-algebradk dltal generdlt o-algebradt. A

lim E(§(w)|Fn) = E((w)|Fx)

n—oo
konvergencia teljesil 1 valosziniséggel és L1 normdban 1s.

A tétel bizonyitdsa. A (€, (w), Fn), &n(w) = E(&(w)|Fn), n =1,2,..., sorozat martingal,
és El&,(w)| < El¢(w)|, ezért alkalmazhaté rd a martingdlok 1 valdszintiségi konvergen-
cidjardl szolé tétel. Innen kovetkezik, hogy létezik a & (w) = lim &, (w) hatarérték

1 valésziniiséggel alkalmas & (w) valdsziniiségi véltozéval, de be kell bizonyitani, hogy
$oo(w) = E(&|(w)|F). Ez ekvivalens azzal az allitassal, hogy

| ee@P(do) = [ cwP(av)

B B

minden B € F,, halmazra és n =1,2,... szamra. Ezért elég belatni, hogy
lim E|E(§|F,) — &oo(w)] — 0,

azaz a &, (w), n =1,2,..., sorozat nem csak majdnem mindeniitt, hanem L; normédban
is konvergdl a £ (w) valdsziniiségi véaltozéhoz. Ehhez az analizis dltalanos eredményei
alapjan elegend6 beldtni, hogy a &, (w), n = 1,2, ..., valdsziniiségi véltozok egyenlete-
sen integralhatéak, azaz minden € > 0 szamhoz létezik olyan K = K(g) szam, hogy
f{w: 60 ()| > k) 16n(W)[P(dw) < & minden n =1,2,... indexre. Viszont

/ 60 () [ P(dw) < / €(w)|P(dw),
{w: [€n(W)|>K}

{w: [€n(w)|=K}

és minden € > 0 szdmhoz 1étezik olyan 6 = d(¢) > 0 szdm, hogy [ [£(w)|P(dw) < &,
ha P(B) < 6. Mésrészt, P(w: |€,(w)] > K) < Bl < BEWIL < 5 ha K > Ky(6)
alkalmas Ky(6) > 0 szamra. A fenti becslésekbél kovetkezik a Tétel allitasa.

Kovetkezmény: Legyen adva egy (X,X) mérhetd téren egy p valdszinidségi mérték

€s eqy v, a i valosziniségi mértékre nézve abszolut folytonos eldjeles mérték, amelynek

mind a pozitiv mind a negativ része véges. Tekintsik az X tér olyan egyre finomodd

{Agn),...,A,E:)} particidit, n = 1,2,..., A;n) € X, 1< j <k, amelyek egyesitése
v(A™)

generdlja a X o-algebrdt, és definidljuk az f,(x) = AT ha x € A;n) fuigguényeket.
J
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Az fn() fiigguények p majdnem mindeniitt konvergdinak o % (x) Radon—Nikodym de-

o dp
rivdalthoz.

Bizonyitds: Tekintsiik az (X, X, u) teret, mint valészintiségi mez6t, vezessiik be rajta

azokat a F,, n = 1,2,..., o-algebrakat, amelyek atomjai az {Agn), . 7A,g'z)} particié

elemei, és legyen f(x) = g—;(a:), x € X. Ekkor a Kovetkezményben megfogalmazott

feltételek teljesiilés esetén Ef(x) < 0o, fn(z) = E(f(z)|F,), és az F,, névekvé o-algebra
sorozat generédlja a X' o-algebrat. Ezért az eléz6 tétel szerint f,,(z) egy valdszintliséggel
konvergal az f(z) fliggvényhez, és ezt kellett belatnunk.

A fenti eredménynek érvényes a kovetkezo altaldanositdsa, amely szintén hasznos biznyos
alkalmazasokban.

A kovetkezmény Altaldnositdsa: Legyen adva egy (X, X) mérhetd téren egqy pu vald-
sziniségi meérték és eqy v, a p valosziniségi mértékre nézve abszolut folytonos eldjeles
mérték, amelynek mind a pozitiv mind a negativ része véges. Tekintsiik az X téren
F1 C Fo C --- o-algebrdk olyan novekvd sorozatdt, amelyek egyesitése generdlja a

X o-algebrdt. Vezessiik be az fn(x) = g—; (), z € X, n=1,2,..., valosziniségi
f

vdltozokat, amelyek a p mérték Radon—NikodZ/m derivdltjaval egyenldoek, ha mind a p
mind a v mértéket megszoritjuk a F, o-algebrdra. Az f,(x), n=1,2,..., figgvények p

magjdnem minden pontban és L1(p) normdban is konvergdlnak a % (x) Radon-Nikodym

1
derivdlthoz az (X, X) téren.

Megforditva, ha nem tudjuk, hogy a v mérték abszolut folytonos-e a p mértékre nézve
az (X, X) téren, de tudjuk, hogy az f,(x) figgvények Li(p) normdban konverdlnak egy
foo(T) fligguényhez, akkor dllithatjuk azt, hogy a v mérték abszolut folytonos az (X, X)
téren a p mértékre nézve, és j—/’:(:c) = foo(T).

Indoklds: Az szorul még magyardzatra, hogy az f,(z) fiiggvények L, (u) konvergencia-
jabdl miért kovetkezik a v mérték abszolut folytonossaga a p mértékre nézve az (X, X)
téren foo(x), z € X, Radon—Nikodym derivalttal. Viszont az adott feltételek mellett
oo
felirhatjuk, hogy v(A) = lim [, fo(x)u(dz) = [, foo(z)pu(dz) minden A € | Fp
n— 00 n=1
halmazra. Viszont a mértékek kiterjesztésének egyértelmiisége miatt (egy algebrardl
egy o-algebréra) kévetkezik, hogy a v(A) = [, foo(z)p( dx) azonossig érvényes minden
A € X halmazra, és ezt kellett bizonyitanunk.

Feladat: Legyenek & (w),&2(w), ..., figgetlen, egyforma eloszldst valdszintiségi valto-
zOk, amelyeknek létezik varhat6 értékiik. Legyen 7(w) egy megdallasi szabdly a F, =
B(&,...,&n), n = 1,2,..., o-algebrék sorozatira nézve. Tegyiik fel tovdbba, hogy

létezik olyan N egész szdm, melyre P(7(w) < N) = 1. Vezessiik be az S,(w) =
> &k(w), n = 1,2,..., jelolést. Mutassuk meg, hogy ES;(,)(v) = ET(w)E{i(w).
k=1

Ha E¢ (w) = 0, és E¢3(w)) < oo akkor ESE(W)(w) = ET(w)E&(w). A fenti allitdsok

érvényesek olyan nem feltétleniil 1 valésziniiséggel véges 7(w) megéllési szabélyokra is,
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amelyekre definidlva a 7, (w) = min(7(w),n), n = 1,2,..., megallasi szabalyokat

E lim (STn(w) (w) - ST(w) (W)) =0,

n—oo

illetve E lim (an(w)(w) - Sf(w)(w)> — 0. (A fenti eredményeket hivdk Wald azonos-

sagnak az irodalomban.)

Feladat: Legyen Si(w), S2(w),..., a nulla pontbdl kiindulé bolyongas az egész szamo-
kon, azaz legyenek az Sy, 11(w) — S, (w) valészintiségi valtozok fiiggetlenek, és vegyenek
fel +1 vagy —1 értéket, mind a kettot % valoszintiséggel. Rogzitsiink egy a > 0 pozitiv
és egy b < 0 negativ egész szamot. Jelolje 7, (w) azt a véletlen idépontot, amikor a
bolyongés elészor eléri az a vagy b pontot. Léssuk be (az el6z6 feladat eredményének
a segitségével), hogy annak a valdszinlisége, hogy elészor az a pontot litogatja meg a
bolyongés ﬁlbl’ annak, hogy a b pontot %"b'. Tovédbba ET,p = alb|. Jeldlje 7,(w) azt
a véletlen idépontot, amikor a bolyongéas eldszor meglatogatja az a > 0 pontot. Lassuk
be, hogy P(7,(w) < o00) =1, de E7,(w) = 0.

Segitség: Vegyiik észre, hogy Sr . (w) (w), és SEN,@,w(w)(w) — TN (ap) (W), N =1,2,...,

martingdlok, ahol Ty, (44 (w) = min(N,7,5(w)). Ennek segitségével beldthatd, hogy
ESTa’b(w)(w) = 0, és

ETa7b(w) = ES; b(w) (w> = GQP(P(Ta,b(w) = CL) + bQP(Ta’b(u)) = —b)

Ta

Tovébba P(7,(w) < o0) = blim P(1ap(w) < 00) =1, és ETg(w) = blim Etap(w) =
0.

Feladat: Legyen W(t,w), t > 0, Wiener folyamat a félegyenesen. Lassuk be, hogy a
Z(t,w) = eW () =t*/2 + > () sztochasztikus folyamat martingal.

Feladat: Legyen W (t,w), 0 < t < 1, Wiener folyamat a [0, 1] intervallumon. Vegyiik
a [0, 1] intervallum egyre finomodé6 0 = tﬁ”) < té”) <-- < t,g:) = 1 felosztassorozatat

mindenn = 1,2, ... szdmra gy, hogy lim su (tgrfr)l —t;n)) =0, ésvegylk a Z,(w) =
n— :

p
X 1<j<kn
S o) NS (n)
> (W(tj’;l) — Wl )) valésziniségi valtozkat és F, = BOV(t™), 1 < j < ky)
‘7:
o-algebrakat. Mutassuk meg, hogy a (Z,(w),F,), n = 1,2,..., sorozat martingdl.
Mutassuk meg a martingalok 1 valdszintliségi konvergencia tételének a segitségével, hogy

a Zn(w) sorozat 1 valdszintiséggel konvergal 1-hez.

Segitség: Ha mér bebizonyitottuk azt, hogy a Z,,(w) sorozat 1 valészintiséggel konvergal,
de még nem tudjuk, hogy mi a limesz, akkor elegendo egy elég ritka részsorozatanak a
hatarértékét megtalalni annak érdekében, hogy a bizonyitast befejezziik. Az eléadasban
szereplé hasonlé tétel bizonyitasa segit ennek a részfeladatnak a megoldasaban.
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Nem kditelezd feladat: Tekintsik a W(t,w), 0 < t < 1, Wiener folyamatot a [0, 1]
intervallumon és a W (t,w) +mt, 0 <t < 1, sztochasztikus folyamatot, ahol m rogzitett
val6s szam. Jelolje o a Wiener folyamat, és v, a W (t,w) + mt sztochasztikus folyamat
eloszlasat a C([0,1]) térben. Mutassuk meg, hogy a v, mérték abszolut folytonos

a pu mértékre nézve, és Radon—Nikodym derivaltja dc’l’—:(x(t)) = emz(1)=m*/2 4, x(t),
0 <t <1, folytonos fiiggvény helyén.

Az el6z6 nem kdtelezd feladat dltaldnositdsa: Tekintsiik a W (t,w), 0 < ¢t < 1, Wiener
folyamatot a [0, 1] intervallumon és egy W (t,w) + fot m(t)dt, 0 <t <1, sztochasztikus
folyamatot, ahol m(t), 0 < ¢t < 1, folytonosan differencidlhaté fliggvény. szam. Jelolje

p a Wiener folyamat, és v, a W(t,w) + f; m(t) dt sztochasztikus folyamat eloszlasat
a C([0,1]) térben. Mutassuk meg, hogy a v, mérték abszolut folytonos a p mértékre
nézve, és Radon—Nikodym derivaltja

Yoy = esp { [ e - 3 [ mopal,

(Az eredmény altaldnosithatd, de ennek megfogalmazasdhoz sztochasztikus integralok
haszndlatara van sziikség, és ez nem téméja ennek az eléadasnak.)

Nem kitelez6 feladat: Legyen W (t,w), 0 <t < 1, Wiener folyamat a [0, 1] intervallumon.
Mutassuk meg, hogy ennek feltételes eloszlasa feltéve, hogy W(l,w) = = megegyezik
egy B(t,w)+tx, 0 <t < 1, sztochasztikus folyamat eloszlaséval, ahol B(t,w), 0 <t <1,
egy Wiener bridge. Pontosabban megfogalmazva, rogzitve valamilyen 0 < t1 < tg <
<o <t < 1 idopontokat és uq, ..., ur szamokat

P(W(tlaw) < Ut,.. aW(tkaw) < Uk|W(1,W) = .CL')
= P(B(t1,w) +tiz < wui,...,B(tg,w) + tkr < ug).

Segitség: Erdemes a bizonyitasban felhasznalni a W (t,w) = B(t,w) + tW(1,w) azonos-

sagot, ahol B(t,w) = W(t,w) —tW(1,w) a W(1,w) valésziniiségi véltozétdl fiiggetlen
Wiener bridge.
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