Markov lancok és Markov folyamatok

A valdszintiségszamitas egyik fontos része a Markov folyamatok elmélete. Kissé in-
formalisan a Markov folyamatokat ugy jellemezhetjiik, mint azokat a sztochasztikus
folyamatokat, amelyek jovébeli viselkedésérol egy adott idépontig 6sszegyiijtott informa-
ciét a folyamat viselkedése a megfigyelt idéintervallum végpontjaban teljes mértékben
tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy annak feltételes valdszintisége, hogy valamely a folya-
mat jovobeli viselkedésétol fiiggd esemény bekovetkezik, feltéve, hogy a Markov folyamat
a jelen idépontban egy adott értéket vesz fel, megegyezik ugyanennek az eseménynek
a feltételes valdszintiségével, feltéve a folyamat teljes multbeli viselkedését. A pontos
definici6 a kévetkezo.

Folytonos idejii Markov folyamat definiciéja. Legyen adva egy X (t), t > 0, szto-
chasztikus folyamat valamely (Q, A, P) valdszintiségi mezén, amely értékeit valamely
(E,E) mérhetd téren veszi fel. Azt mondjuk, hogy X (t) (E,E)-térbeli értéki folytonos
idejii Markov folyamat, ha minden 0 < s < t < oo szdmpdrra és E-mérheté A € £
halmazra teljesiil a

P(X, € AB(X,)) = P(X; € A|B(Xu,u < s))

azonossdg, ahol B(Xs) az Xs valdsziniiségi vdltozo, B(Xy,u < s) pedig az dsszes X,
u < s, valosziniiségi valtozo dltal generdlt o-algebrdt jeloli.

Kissé dltaldnosabban legyen adva eqy (E,E) térbeli értékeket felvevd X(t), t > 0,
sztochasztikus folyamat, valamint o-algebrdk névekvd Fy, t > 0, csalddja egy (92, A, P)
valoszinlségi mezon, azaz legyen Fs C Fy, ha s < t, és legyen X Fi-mérheto valoszi-
niségi vdltozo, t > 0. Teljestljon ezenkivil a Fy C A reldcio minden t > 0 szamra. Az
(X¢, Ft), t >0, rendszer folytonos idejii Markov folyamat, ha

P(X; € A|B(Xy)) = P(X; € A|Fs) minden 0 < s <t < oo szdmra,
és A € € halmazra.

Diszkrét idejui Markov folyamat definiciéja. Legyen adva eqy X,,, n = 1,2,...,
sztochasztikus folyamat valamely (2, A, P) valésziniiségi mezdn, amely értékeit valamely
(E,E) mérhetd téren veszi fel. Azt mondjuk, hogy X,, (E,E)-térbeli értéki diszkrét ideji
Markov folyamat, ha minden 0 < m < n < oo szimra és £-mérheté A € £ halmazra
teljestl a

P(X, € AIB(X,n)) = P(X,, € A|B(Xy, k < m))

azonossag, ahol B(X,,) az X, valdszintiségi vdltozo, B(Xy, k < m) pedig az dsszes Xy,
k < m, valdsziniségi viltozo dltal generdlt o-algebrdt jeloli.

Kissé dltaldnosabban tekintsink eqy (E, E) térbeli értékeket felvevd X, n=1,2...,
sztochasztikus folyamatot, és ezenkivil o-algebrdk novekvs Fp,, n = 1,2,..., csalddjdt
eqy (2, A, P) valdsziniségi mezén, azaz legyen Fp, C Fpn, ha m < n, és legyen X,
Frn-mérhetd valosziniségi vdltozo, n = 1,2,.... Teljesuljon ezenkivil a F, C A reldcio
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mindenn =1,2,... szamra. Az (X,,Fn), n=1,2..., rendszer diszkrét ideji Markov
folyamat, ha

P(X, € AIB(X,,)) = P(X,, € A|F,) minden 0 <m <n < oo szdmra,
és A € € halmazra.

1. megjegyzés: Az Fy = B(Xy, u < t) illetve F,, = B(Xk, k < n) valasztassal tekint-
hetjiik a Markov folyamatok idoben folytonos illetve diszkrét definicidit az altalanos
definicié specidlis eseteinek.

2. megjegyzés: A Markov folyamatok definiciéjdban szereplé P(X; € A|B(Xj)) és
P(X, € A|B(X,,)) feltételes valdszinliségek megadhatéak, mint az Xy = =z illetve
X,, = x feltételek valamint az s és t illetve m és n idopontok és A € £ halmazok
fliggvényei. A P(X; € A|X; =) = P, +(z, A) illetve P(X,, € A|X,,, = z) = Py, n(z, 4),
x € E, Ae€f) s <tilletve m < n mennyiségeket dtmenet valdsziniiségnek hivjak.
Szemléletes tartalmuk: Ez megadja annak valdszinliségét, hogy a Markov folyamat a
t illetve n idépontban az A halmaz valamely pontjaba jut, feltéve, hogy az az s < t
illetve m < n idépontban az x pontban tartézkodott. A Markov tulajdonsag azt je-
lenti, hogy ha tudom milyen médon jutott a Markov folyamat az = pontba az s illetve
m id6épontban, akkor ez a plusz ismeret nem befolydsolja a fenti feltételes valészintliség
értékét.

3. megjegyzés: A tovabbiakban feltessziik, hogy a Markov folyamatok Ps:(x, A) vagy
Prn(z,A), s <tilletve m < n fiiggvényei teljesitik a kovetkez6 tulajdonsigokat.

a) Rogzitett © € E pontra Psy(z,-) illetve P, ,,(x,-) valészinliségi mérték az (E,E)
téren

b) Rogzitett A € A halmazra P (-, A) illetve Py, (-, A) mérhetd fiiggvény az (E,E)
téren.

c) Pss(x,A) =1 hax e Aés P 4(x,A) =0, ha = ¢ A. Hasonléan, P, ,,(z,A) =1,
ha x € Aés Py (2, A) =0, hax ¢ A

Ezek a tulajdonsagok természetesek. Be lehet latni, hogy minden szép tulajdonsagu
téren definialt Markov folyamatra (példdul ez a helyzet, ha (F,&) teljes szeparabilis
metrikus tér a szokdsos Borel o-algebrdval) meg lehet adni a feltételes atmenetvaldszi-
niiségeket gy, hogy teljesitsék a fenti tulajdonsagokat. Ennek a ténynek a bizonyitasat,
amely a reguldris feltételes eloszlas 1étezésének a bizonyitasan alapul nem targyalom.

Lemma. Legyen (X¢, F:), t > 0, Markov folyamat valamely a (E,E) mérhetd téren
valamely Ps(x,A) a 3. megjegyzésban szereplé a) b) és c) tulajdonsdgot teljesitd dt-
menetvaldsziniségekkel. Legyen f(y), korldtos, mérhetd fligguény az (E,E) téren. Ekkor

(X)X =) = [ @)Puulady) haus @
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és
Py (2, A) = / Pus(ys A)Psn(z, dy) has<u<t (e)

Bizonyitds: Ha az f fiiggvény egy A halmaz indikator fiiggvénye, akkor a (d) formula
nyilvan érvényes. Mivel a kifejezés mindkét oldala az f fliggvény linaris fiiggvénye,
ezért az azonossag érvényes halmazok indikdtor fiiggvényeinek linedris kombinacidira
is. Ezutéan ilyen fliggvényekkel végrehajtott kozelitések segitségével kapjuk, hogy a (d)
relacio tetszoleges f fliggvényre érvényes.

Az e) formula bizonyitasaban felhasznalhatjuk, hogy a Markov tulajdonsag és a
feltételes varhato érték tulajdonsagai miatt

Poi(x,A) = P(X, € AIX, = z) = B(E(X; € A|X,, X,)|X, = 2)
= E(E(Xt € A|Xu)|Xs = x) = E(E(f(Xu)|Xs = x):

ahol f(y) = P(X: € Al X, =y) = P,+(A,y). Ezért a d) relaci6 alapjan

Pz, A) = / Puo(A,y) Pan(dy, ),
amint allitottuk.

Kimondom e tétel diszkrét idejii megfelel6jét, amelyet hasonléan bizonyithatunk.

Lemma. Legyen (X,,,F,), n =1,2,..., Markov folyamat valamely a (E,E) mérhetd
téren valamely Py, ,(x, A) a 3. megjegyzésban szerepld a) b) és c) tulajdonsdgot teljesits
dtmenetvaldsziniségekkel.  Legyen f(y), korldtos, mérheté figgvény az (E,E) téren.

Ekkor
B X =) = [ F0)Prn(ody) han = m @)

és

Pz, A) = /Pkm(y,A)Pm,k(a;, dy) ham<k<n. (e')

Bizonyitas nélkiil kézlom a kovetkezo eredményt.

Tétel. Legyen adva egy a 3. megjegyzésben felsorolt a), b) és c) tulajdonsdagokat teljesité
P, ((z, A) illetve Py, ,(x, A) figguény amely teljesiti az (e) illetve (€') tulajdonsdgot is.
Legyen tovdbba adva valamely Py valdszindségi mérték az (E,E) téren. Ekkor létezik
olyan iddben folytonos Markov folyamat, amelyre P(Xo, € A) = Py(A) és P(X; €
AlXs = 2) = Psy(z,A), z € E, A € & m < n vdlasztdssal. Létezik olyan idében
diszkrét Markov folyamat, amelyre P(X; € A) = Py(A), és P(X,, € A|X,, = x) =
P, i(x,A) minden xz € E, A€ &, m <n vdlasztdssal.

Altaldban tgynevezett staciondrius Markov folyamatokkal foglalkoznak az iroda-
lomban. Ha nem hangstlyozzéak kiilon az ellenkezojét, akkor Markov folyamaton sta-

cionarius Markov folyamatot értenek. Mi is igy fogunk tenni a tovabbiakban. A sta-
cionéarius Markov folyamatok definicidja a kévetkezo:
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Staciondrius Markov folyamat definicidja. Egy X, t > 0, (vagy Xy, F;) dltaldnosi-
tott) folytonos idejii Markov folyamatot folytonos ideji staciondrius Markov folyamatnak
neveziink, ha az dtmenetvaldsziniiségei teljesitik a Ps,t(x, A) = P;_s(x, A) azonossdgot,
minden 0 < s < t szdmpdrra, azaz a Ps(x,A) dtmenetvaldsziniség csak az s és t
idopont kozott eltelt idotol figg.

Egy X, n=1,2,..., (vagy X,,F,) dltalanositott) diszkrét ideji Markov folyama-
tot diszkrét ideji staciondrius Markov folyamatnak neveziink, ha az dtmenetvaloszini-
ségei teljesitik a Pp, p(x, A) = Py_m(x, A) azonossigot minden 1 < m < n szdmpdrra,
azaz a Py, n(x, A) dtmenetvaldsziniiség csak az m és n iddpont kézott eltelt iddtdl fiigg.

Stacionarius Markov folyamatok atmenetvalésziniiségeinek definicidja. Fgy
értékeit valamely (E,E) mérhetd téren felvevd X, t > 0, folytonos ideji staciondrius
Markov folyamat dtmenetvaldsziniségén a

P(t,x,A) = P(Xytt € Al Xy =) = Py ysit(x, A), t>0, zek, AcA,

feltételes valoszintségek rendszerét értjik, amely a staciondrius tulajdonsdg miatt nem
figg az u > 0 paramétertol.

Hasonléképpen egy értékeit valamely (E,E) mérhetd téren felvevd X, n=1,2,...
diszkrét ideji staciondrius Markov folyamat dtmenetvaldsziniségén a

P(n,z,A) = P(Xp4m € A| X =2) = Pppam(z,A), n=12,..., € E, Ac A,

feltételes valosziniiségek rendszerét értjik, amely a staciondrius tulajdonsdg miatt nem
figg azm =1,2,... paramétertdl.

Megjegyzés: Staciondrius folyamatokra az (e) és (€' ) tulajdonsdgok az elébb bevezetett
P(t,z,A) és P(n,z,A), v € E, A € &, n =0,1,2,..., dtmenetvaldsziniségekkel a
kovetkezo formdaban irhatok fel.

P(s+t,z,A) = /P(t,y,A)P(s,x, dy) has>0ést>0. (1)

Pim+n,z,A) = /P(n, y, A)P(m,x, dy) minden m =1,2,...

s

ésn=1,2,... szamra. (2)

Ezenkivil a P(t,z,A) illetve P(n,z,A) dtmenetvaldsziniségek teljesitik az aldbbi tu-
lajdonsdgokat: Minden régzitett t illetve n idépontra és x € E pontra P(t,z,-) il-
letve P(n,z,-) valdszintiségi mérték. Minden t illetve n iddpontra és A € € halmazra
P(t,-, A) illetve P(n,-, A) mérhetd fiiggvények az (E, &) téren. Tovabbd mind a folytonos
mind a diszkrét ideji Markov folyamatok esetén teljesil a P(0,x,A) = 1, ha x € A
és P(0,x,A) = 0, ha = ¢ A reldicié. A felsorolt tulajdonsdgok jellemzik is a sta-
ciondrius Markov folyamatokat, azaz minden (értékeit szép topoldgiai tulajdonsdgokkal
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rendelkezd téren, (példdul teljes szepardbilis metrikus téren) felvevd staciondrius Markov
folyamathoz meqg lehet adni a feltételes eloszldsokat a fenti tulajdonsdgokkal rendelkezd
atmenetvalosziniségekkel.

A fent megfogalmazott (1) illetve (2) azonossédgot az irodalomban Chapman—Kol-
mogorov egyenletnek nevezik.

Legyen adva egy diszkrét idejii Markov folyamat, amely értékeit valamely (E, &)
téren veszi fel. A (2) relacié szerint a Markov folyamat P(x, A) atmenetvaldszintiségei
teljesitik a

Pn+1,z,A) = /P(l,y,A)P(n,x, dy) mindenn=1,2,... szamra. (2a)

azonossagot. Ez azt jelenti, hogy ha megadjuk a P(1,x, A) dtmenetval6szintiségeket,
akkor n szerinti indukciéval ki tudjuk szédmolni a P(n,z, A) dtmenetval6szintiségeket
minden n = 1,2,... szamra. A kévetkezo lemma ezen allitds megforditasaként tekinthe-
t6. Azt mondja ki, hogy amennyiben a P(1,x, A) dtmenet valésziniiségeket tetszoleges,
természetes feltételeket teljesité mddon definidljuk, akkor a (2a) formula segitségével
definidlt P(n,x, A) kifejezések teljesitik a (2) Chapman—Kolmogorov egyenletet.

Lemma. Legyen adva egy P(x,A), x € E, A € &, fiiggvényrendszer eqy (E,E) mérhetd
téren, amely minden régzitett x € E pontra valésziniiségi mérték és minden A € A
halmazra mérhetd figgvény az (E,E) téren. Vezessik be a P(0,z,A) = 1, ha z € A,
P0,z,A) =0, ha z ¢ A, P(1,z,A) = P(z,A), x € E, A € & figgvényeket, majd
definidljuk a P(n,z,A), n=1,2,..., x € E, A€ & n=12,..., fligguvényeket n sze-
rinti teljes indukcioval a (2a) képlet segitségével. Az igy definidlt P(n,x, A) fliggvények
teljesitik a kovetkezd tulajdonsdagokat.

i.) P(n,x,-) valdsziniiségi mérték az E,E) téren mindenn =1,2,... szdmra ésx € E
pontra.

it.) P(n,-, A) mérhetd figgvény az (E,E) téren minden n = 1,2,... szdmra és x € E
pontra.

iii.) A P(n,z, A) figgvények teljesitik a (2) Chapman—Kolmogorov egyenletet.

Megjegyzés: A fent kimondott lemma f6 mondanivaléja az, hogy megadva az 1 1épéses
P(1,z, A) dtmenetvalésziniiségeket tigy, hogy azok teljesitsék a sziikséges feltételeket
természetes médon lehet definidlni egy olyan (staciondrius) Markov folyamatot, amely-
nek ezek az 1 1épéses atmenetvaldszintiségei.

A lemma bizonyitisa. Az n szdm szerinti teljes indukciéval 1athaté, (felhasznilva az
integralok tulajdonsagait), hogy a P(n,z, A) fiiggvények teljesitik az (1) és (2) tulaj-
donsagokat. Tovabba m szerinti teljes indukcidval kapjuk, feltéve az indukciods feltevést,
mely szerint a (2) azonossag teljestil valamely m egész és minden n = 1,2,... szdmra,
hogy érvényes a kovetkezd azonossag:

[P+ ms, i) = | [ [ 1wPon. =, ay| Pz dz). 3)
5



(A (3) azonossagba beleértjiik azt is, hogy az [ f(y)P(m, z, dy) fiiggvény mérhetd, ezért
lehet az integraljar6l beszélni.) Val6ban, abban a specidlis esetben, ha f(y) = I4(y),
egy A € € halmaz indikator fliggvénye, akkor a (3) azonossdg azt jelenti, hogy

Pn+m,z,A) = /P(m,z,A)P(n,x, dz),

ami az indukciés feltevés szerint érvényes azonossag. Ezutan kiterjeszthetjiik ennek az
azonossagnak az érvényességét indikator fiiggvények tetszoleges linedris kombindcidira,
majd (egyenletes konvergencia segitségével végrehajtott) hatardtmenet segitségével tet-
sz6leges mérhet6 és korlatos fliggvényre.

Alkalmazva a (3) formuldt az f(y) = P(1,y, A) fliggvényre valamely A mérhetd
halmaz segitségével azt kapjuk, hogy

P(utm+ 1y, 4) = [ P(Ly, AP0 +mz, dy

:/ [/P(l,y,A)P(m,z, dy)| P(n,z, dz)

= /P(m + 1,2, A)P(n,x, dz).

Ez azt jelenti, hogy az indukcios feltevésiink m+1-re is érvényes, és ezt kellett belatnunk.

A kovetkezd definicioban csak bizonyos az irodalomban elterjedt széhasznélatot
vezetlink be.

Markov lancok definiciéja. Ha egy (folytonos vagy diszkrét idejii Markov folyamat
eqy (E,E) mérhetd téren veszi fel az értékeit, akkor ezt az (E,E) teret a Markov folyamat
allapotterének hivjuk. Eqgy olyan Markov folyamatot, amelynek dllapottere egy véges vagy
megszdmlalhato szamossdgu halmaz (a diszkrét topoldgidval) Markov ldncnak nevezzik.

A tovabbiakban (stacionarius) Markov lancokkal fogunk foglalkozni, azokon beliil
is els6sorban diszkrét idejii Markov lancokkal. A kovetkezd jelolést fogom hasznalni.
Jelolje az allapotokat Eq, Es, ..., és legyen P(n,j, k) = P(Xpym = Ex| Xy = Ej),
m = 1,2,..., n = 0,1,2,... azaz P(n,j, k) annak feltételes valdsziniisége, hogy a
Markov lanc az n + m idopontban az Ej allapotba jut, feltéve, hogy az m idépontban
az E; allapotban volt. Haszndljuk tovabba a P(j,k) = P(1,7,k) jelolést, azaz az 1-
lépéses P(1,7, k) adtmenetvaldsziniiségekben hagyjuk el az 1 koordindtat. Felirom a
Chapman-Kolmogorov egyenlotlenséget Markov lancokra a fent bevezetett jeloléssel.

P(n+m,j k) =>_ P(n,j,1)P(m,lk) (4)
l

ahol az 0Osszegzés végigfut az Osszes olyan [ indexen, amelyre az E; allapot létezik.
Jeloléseink szerint vagy létezik egy olyan N pozitiv egész szam, hogy FE1,..., En az
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Osszes lehetséges allapotok halmaza, és ekkor 1 < [ < N az Osszegzés a (4) for-
mulaban, vagy megszamlalhato sok Eq, Fs, ... a lehetséges allapotok halmaza, és ekkor
az Osszegezés 1 < [ < oo indexelésre torténik.

Ha adva van egy (véges sok), N allapotot felvevé Markov lanc, akkor ennek 1-1épéses
atmenetvaldszintiségeinek rendszerén a P(j,k), 1 < j,k < N, 1 1épéses dtmenetvald-
szinliségeinek Osszességét, n-lépéses atmenetvaldsziniiségeinek rendszerén, n = 1,2, ...,
pedig a P(n, j, k) val6szinliségeinek Gsszességét értjiikk. Természetes médon hozzarendel-
hetjik egy ilyen véges sok, N allapotot felvevé Markov lanc dtmenetvaldszintiségeinek
P(j, k) rendszeréhez azt az N x N méretli négyzetes II métrixot, amelynek j-ik sordnak
és k-ik oszlopanak a metszetében a P(j, k) szam &all. Hasonléan feleltessiik meg egy
ilyen matrix n 1épéses atmenet valdszintiségei P(n, j, k) rendszerének azt a II,, matrixot,
amelynek j-ik sordnak és I-ik oszlopdnak a metszetében a P(n, j, k) szém 4ll. Erdemes
bevezetni a sztochasztikus matrix fogalmat, amely leirja az ily médon 1étrej6évé matri-
xokat.

Sztochasztikus matrixok definiciéja. Egy N x N méreti; (P(j,k)), 1 < j,k < N,
mdtrizot sztochasztikus mdtriznak nevezink, ha P(j, k) > 0, 1 < j,k < N, a mdtric

N

minden elemére, és >, P(j,k) =1,1<j < N, azaz a mdtriz minden sordsszege eqgyel
k=1

egyenlo.

A kovetkezd egyszerii észrevétel nagyon hasznos véges allapotterti Markov lancok
vizsgalatdban.

Fontos észrevétel. A fent ismertetett megfeleltetés kolcsondsen egyértelmii megfelel-
tetést létesit véges allapotterid Markov lancok 1-lépéses atmenetvalosziniségeinek rend-
szere €s a sztochasztikus mdtrizok kézott. Tovdabbd, a Markov ldncokrdl szolo (4) for-
mulaban megfogalmazott Chapman—Kolmogorov azonossagabol kovetkezik, hogy ha egy
mdtriz 1-lépéses dtmenetvalosziniségeinek rendszeréhez hozzarendelt mdtrixz 11, és az n-
lépéses atmenetvalosziniiségeinek rendszeréhez hozzarendelt mdtriz 11,,, akkor 11,, = 11",
ahol II"™ a I1 mdtriz n-ik hatvdnydt jeloli a szokdsos mdtrix szorzds értelmében.

A ‘Fontos észrevétel’ lehet6vé teszi, hogy matrix elméleti eredmények segitségével
fontos eredményeket allapitsunk meg véges allapotterti Markov lancok viselkedésérol.
Ezt a mddszert csak érintélegesen fogom targyalni. A tovabbiakban els6sorban a mind
véges mind végtelen allapotterti Markov lancok viselkedésérol szol6 alapvetd eredmények
ismertetésére fogok koncentralni.

Mutatok néhany példat Markov lancokra és folyamatokra.

Néhany érdekes Markov folyamat és Markov lanc definicidja.

1.) Legyen Xi, Xo,..., figgetlen egyforma eloszldsu valdszintiségi valtozok sorozata,
amelyek értékeiket valamely E linedris térben veszik fel. Tegyiik fel tovabba, hogy
ezek az X1, Xo, ..., valésziniiségi valtozdk egy megszamlalhatd, T' = {t1,ta,... },

n

halmazon veszik fel az értékeiket, azaz P(X; ¢ T) = 0. Definiadljuk az S,, = > X},
j=1
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n = 1,2,..., részletosszegeket, és a S C E (megszamldlhaté) halmazt melynek

k
elemei azok az s € E elemek, amelyek elodllithatéak s = > t; k=1,2,...,t; € T,
j=1
1 < j < k, alakban. Ekkor Si,Ss,..., Markov lanc az S allapottéren, amelynek

atmenetvaloszintiségeit a P(Sp,+1 = 5|S, = s) = P(X; =5 —s), 5,5 € 5, képlet
adja meg. Ugyancsak Markov lancot alkotnak ugyanezen a téren és ugyanezekkel
az dtmenetvaészintiségekkel az S, = S, + tj,n=1,2,..., sorozatok is, ahol t; € T
tetszoleges szam.

Valéban,
P(Snt1 = Sn+1,50 = Sny- ., 51 = 1)
P(,S, =58n,...,51 =5s1)
_ P(Xng1 =541 =50, Xpn = S — Sp—1,..., X1 = 51)
P(X, =58, —Sn-1,-.-,X1 = 51)
= P(Xn41 = Snt+1 — Sn) = P(X1 = Spt1 — Sn)-

P(SnJrl = Sn+1|Sn = Sn, .- -751 = 51) =

Feladat: Ha (X1, Xo,...) olyan a természetes szdmokkal indexelt sztochasztikus folya-
mat egy megszamlalhaté szdmossagi (F,E) dllapottéren, amely teljesiti az
PXnp1 =Ej, | Xn=Ej,,.... X1 = Ej)) = P(Xop1 = Ej,,, | Xn = Ej,)
P(X2 = Ejn+1 |X1 = Ejn)
azonossagot, akkor (X, X, ...) (stacionarius) Markov ldnc, amelynek egy lépéses &t-

menetvaldsziniiségeit a P(j, k) = P(Xe = E;| X1 = E}) képlet adja meg.

Ervényes az 1.) példa alabbi természetes altaldnositasa tetszéleges (nem feltétleniil
megszamldlhat6 sok értéket felvevd) valdszintliségi valtozdk részletosszegeire. Az altala-
nositas bizonyitasa annyiban nehezebb, hogy abban dltaldnos értelemben vett feltételes
valoszinliségekkel kell szamolni.

2.) Legyenek X7, X, ..., fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozok, amelyek

értékeiket valamely (E, &) linedris térben veszik fel. Ekkor az S, = > X,, j =
j=1

1,2,..., részletosszegek (staciondrius) Markov folyamatot alkotnak az (F, &) téren,
amelynek 1 1épéses dtmenetvaldszintiségeit a P(1,x,A) = P(S,4+1 € A|S, =) =
P(X; € A—x) képlet adja meg.

Nem kotelezd feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 2. példa éllitdsa valoban igaz.

/////

az el6z6 feladat megoldasanak a lényege.

Feladat: Legyenek Xi,..., X, Y fliggetlen valésziniiségi valtozok, amelyek értékeiket
valamely (E, £) téren veszik fel, f(z1,...,Tk11) egy k-véltozds mérhetd (korlatos) fiigg-
vény az (E,E) téren. Ekkor

E(f(Xl, ce ,Xk,Y)|X1 = T1y... ,Xk = .iik) = Ef(i(}l, ce ,.I'k,Y).
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Vegyiik észre, hogy az el6z6 feladat eredményébél, (amely egyébként tekinthetd a
Fubini tétel egy verziéjanak) kovetkezik a 2. példa allitdasa. Valéban, ezt felhasznalva
meg lehet mutatni, hogy

P(S,11 € AlS1 = 21,82 = 2,...,5, =)
:P(X1+"'+Xn—|—YEA|X1:ZL‘l,XQ:ZL‘Q—.TQ,...,XHIZL‘”—In_l)
=Plx1+(xe—x1)+ -+ (tp —2p_1)+Y €A)=P(X; € A—x,)

ahol, X7,...,X,,,Y) fliggetlen egyforma eloszldsi valésziniiségi valtozdk, melyek érté-
keiket valamely (F, &) lineéris térben veszik fel.

A kovetkezo allitas a 2. példa természetes megfelelGje folytonos idejli sztochasztikus
folyamatokra.

3.) Legyen X(t), t > 0, fliggetlen és stacionarius névekményii sztochasztikus folya-
mat. Ekkor X(¢) (stacionarius) Markov folyamat. Specidlisan, Markov folya-
mat a Wiener folyamat és a Poisson folyamat. Ugyancsak stacionarius Markov
folyamat a d-valtozés Wiener folyamat. Ez utébbit tgy definidljuk, mint egy
(Wi(t),...,Wg(t)) értékeit a d-dimenziés térben felvevd sztochasztikus folyama-
tot, amelynek koordinatéi, Wy (+), ..., Wi(t) fiiggetlen Wiener folyamatok.

4) A Z(t) = Me/f/e; ) Ggynevezett Ornstein-Uhlenbeck folyamat, ahol W(-) Wiener
folyamat, stacionarius Markov folyamat. Az, hogy ez Markov folyamat, kovetkezik
abbdl a ténybdl, hogy a Wiener folyamat is Markov folyamat. Madsrészt lattuk
korabban, hogy az Ornstein—Uhlenbeck folyamat stacionarius, és ennek a ténynek
a segitségével nem nehéz belatni, hogy stacionarius Markov folyamat.

Fontossaga miatt érdemes kiilon példaként felsorolni az 1. példa egy specidlis esetét,
amelyben tgynevezett véletlen bolyongasokat tekintiink.

5.) Tekintsiink egy véletlen bolyonast a d-dimenzids racson, azaz a
Z =A{(J1,---,7a): —00 < js < 00, js egész szam, 1< s <d}

halmazon. FEzt gy definidljuk, hogy ha a bolyongast végzé részecske az n-ik
idépontban a Z racs valamelyik pontjaban tartézkodik, akkor a multbeli viselke-
déstél fiiggetleniil egyforma, azaz =5 valdszintiséggel atugrik valamelyik szomszédos

2d

racspontba. Azaz, ha S,-nel jeloljiik a részecske tartozkodasi helyét az n idépntban,
akkor az S, — S,_1 valdszinliségi valtozdk, n = 1,2,..., fiiggetlenek, és P(S,, —
Sp—1 = €j) = P(Sp, — Spn-1 = —ej) = 2—1d minden n = 1,2,..., 1 < 5 < d

szamra, ahol e; jeloli azt a vektort, amelynek j-ik koordinatdja 1, és az Osszes
tobbi koordinatdja nulla. A definicio teljessége érdekében még definidlnunk kell az
So mennyiséget is. Legyen P(Sy = z) = 1, ahol = € Z a d-dimenzids tér valamely
rogzitett racspontja.

6.) Véletlen bolyongds a nem negativ egész szimokon, a 0-val, mint elnyeld fallal. Az
el6z6 példdhoz hasonlé modell a d = 1 esetben, amely bolyongast valamely x > 0
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10.)

pontban inditunk el, azzal a kiilonbséggel, hogy amennyiben a bolyongas elér a
nullaba, akkor orokre ottmarad. Ez képletekben azt jelenti, hogy az atmenetvald-
szinfiségek a P(j,j +1) = P(j,j — 1) = %, ha j > 1, és P(0,0) = 1 képletekkel
adhatdak meg.

Véletlen bolyongas a nem negativ egész szamokon, a 0-val, mint visszaverd fallal. Az
el6z6 példahoz hasonlé modell azzal a kiilonbséggel, hogy amennyiben a bolyongas
elér a nullaba, akkor onnan visszaverodik. Kz képletekben azt jelenti, hogy az
dtmenetvaldszintiségek a P(j,j + 1) = P(j,j —1) = 4, ha j > 1, és P(0,1) = 1
képletekkel adhatdéak meg.

A diffuzio Ehrenfest modellje. Ez véges allapotterti Markov lanc. E Markov lanc
fligg egy N paramétertdl, amely pozitiv egész szam. Ha ez a paraméter N, akkor a
modellben N +1 éllapot van, Eg, E1, ..., En, és az d&tmenetvaldszintiségek P(k, k—
1) = £, Plk,k+1) = £ hal <k <N, é P(0,1) =1, P(N,N — 1) =
0. E képletek szemléletes tartalma a kovetkezd: Legyen N részecske, amelyek
mindegyike két urna valamelyikében van, és jelolje Ej azt az eseményt, hogy az
els6 urnaban k részecske, a méasodik urndban N — k részecske van. Minden egyes
idopontban, kivalasztunk véletleniil egy részecskét, mindegyik részecskét egyforma
valészintiséggel, és azt athelyezziikk a masik urndba. FEkkor, ha az elsé urnaban
k goly6 van, akkor P(k,k —1) = % annak a valésziniisége, hogy az athelyezendd
részecskét az els6 urnabdl valasztottuk, ezért az els6 urnaban levo részecskék szama
eggyel csokken, és P(k,k+1) = %, annak a valdszintiisége, hogy az dthelyezendd
részecskét a masodik urnabdl valasztottuk, ezért az els6 urnaban levo részecskék

szama eggyel no.

Modell egy szerkezet élettartamdra. Legyen adva egy Markov lanc a végtelen E1,
E5, ... Aallapottéren, amelynek atmenetvaldsziniiségeit valamely pi,ps,..., 0 <
pr < 1,é qr =1—pg, k=1,2,..., szdmsorozat segitségével hatdrozzuk meg a
kovetkez6 médon: P(k,k+1) = pg, P(k,1) = qi, k = 1,2,.... E modell szemléletes
tartalma a kovetkezo: Legyen adva egy szerkezet, amelyet minden idépontban,
ha nem romlik el, akkor tovabb hasznalunk, és életkora egy egységgel n6. Ha
elromlik, akkor kicseréljiik egy 1j szerkezetre, amelynek életkora 1. Jelolje X,, azt
a valoszintiiségi valtozot, amely megadja azt, hogy mennyi az n idépontban hasznalt
szerkezet életkora.

Végiil mutatok példat valdszintliségi valtozdk olyan sorozatira, amely nem alkot
Markov lancot. Legyen adva egy urna és benne mondjuk 5 piros és 3 fehér golyé.
Kihtzunk az urnabdl egy golyét véletlenszeriien, majd dobjuk vissza azt az urnédba
egy ugyanolyan szinl golydval egyiitt. Folytassuk ezt a procedurat a végtelenségig,
és definidljuk az X, Xo,... valdszintiségi valtozokat gy, hogy X,, = 1, ha a n-ik
huzéaskor kihuzott golyd szine piros, és X,, = 0, ha az n-ik huzaskor kihuzott golyo
szine fehér. Ekkor nyilvdnvaléan P(X, = 1|X; = 1, Xe = 1,...,X,,1 = 1) >
P(X, = 1/X,,-1 = 1), mert ha minden eddigi huzés eredménye piros szinii golyd
volt, akkor az urnaban levé piros golydk szamat noveltiik, ezért nagyobb annak a
valoszinlisége, hogy a kovetkezoé htizasban is piros golyét hizunk.
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