Az oktéber 5.-i gyakorlat témaja

Ezen a gyakorlaton el6szor tovabbi feladatokat tekintiink, amelyekben feltételes valo-
szintiségeket szamolunk, majd bevezetjiikk a valdszintiségi valtozo, illetve valdszintiségi
valtozé varhato értékének a fogalmat (diszkrét értékii valosziniiségi valtozdok esetében),
és példat mutatunk arra, hogyan kell a varhatoé értéket kiszamolni néhany fontos esetben.

1.) Harom gép gyart csavarokat, az egyik 0.01 a médsodik 0.02 a harmadik 0.03 valészi-
niséggel gyart hibas csavarokat. A csavarokat egy raktarba viszik, és osszekeverik
Oket. Egy gyartott csavar 0.5 valoszinliséggel késziilt az elsé 0.3 valdsziniiséggel a
masodik és 0.2 valdszinliséggel késziilt a harmadik gépen. Kivesziink egy csavart,
megnézziik, és azt talaljuk, hogy az hibas. Milyen valészintiséggel késziilt a csavar
eme feltételek mellett az els6 gépen?

Megoldas: Jelolje A1, A, illetve Az azt az eseményt, hogy a csavar az els6, masodik
vagy harmadik gépen késziilt, B azt az eseményt, hogy a csavar hibas. Ekkor minket
a P(A1|B) feltételes valésziniiség érdekel. Tudjuk, hogy P(A1) = 0.5, P(As) = 0.3,
P(A;3) = 0.2, tovabba P(B|A;) = 0.01, P(B|As) = 0.02, és PB(B|A;3) = 0.03.
Ekkor

BnAy) P(B|A;)P(A1)

P(B)  P(BNA)+P(BnNAy))+P(BNA3)
_ P(B|A1)P(A)

~ P(B|A1)P(A1) 4+ P(B|A3)P(Az) + P(B|A3)P(As)
B 0.01-0.5
©0.01-0.54+0.02-0.3+0.03-0.2°

p(ayB) = 2L

2. Egy teszt-vizsgan, ahol harom lehet6ség koziil kell kivalasztani a helyes valaszt
ketten vesznek részt. Az elsé résztvevd py, a masodik résztvevd pedig ps valdszini-
séggel tudja a helyes valaszt, tovabba a vizsga két résztvevije egymastol fliggetleniil
tudja vagy nem tudja, hogy mi a helyes valasz. Mindkét résztvevd a jo valaszt
jeloli meg, ha tudja azt, ellenkez6 esetben pedig mindentdl fiiggetleniil egyforma
valoszinliséggel véletleniil bejeloli a harom lehetséges valasz valamelyikét. Mi a
feltételes valdszintisége annak, hogy mind a két résztvevd a helyes valaszt jelolte
be, feltéve, hogy ugyanazt a valaszt adta?

Megoldas: Jelolje A azt az eseményt, hogy az els6é didk jol valaszol, B azt az
eseményt, hogy a masodik didk jol valaszol, D, azt az eseményt, hogy mind a két
jelolt az elsoként felsororolt feltiintetett rossz valaszt Do pedig azt az eseményt,
hogy mind a két jelolt a masodiknak felsorolt rossz valaszt adja. Ekkor C' =
(AN B) U Dy U Dy jeldli azt az eseményt, hogy a két didk egyforméan vélaszol.

. P(ANnBNCO) P(ANB)
B ket a P(AN B|C) = = feltétel
enniinket a P( |C) PC) PUANB)UD, UDy) eltételes
1 142 142
valésziniiség érdekel. Viszont P(A) = p; + 5(1 —p1) = + pl, P(B) = +3 p2,
142 142
és az A és B események fiiggetlenek. Innen P(ANB) = +3 b1 +3 p2, P(C) =



1+2 1+2 1-— 1-—

R(AN B) + P(Dy) + P(Dy) = +3p1 : +3p2 +2 3p1 : 37’2.
1-— 1-—

P(Dl):P(DQ):( pl) ( p2)

ha nem tudja a helyes vélaszt, és a harom lehet6ség koziil az els6 rossz valaszt

Ugyanis

, mivel az els6 jelolt akkor valaszol rosszul,

1
jeloli ki, aminek a valdszintisége (1 — pl)g, annak a valdszintisége, hogy a méasodik

jelolt ugyanezt a valaszt adja (1 —p1)=, a két jelolt egymadstdl fiiggetlentil valaszol,

1-— 1-—
ahonnan P(Dy) = ( 3p1) i 3p2). Hasonlban, a P(D5) valészintiségre ugyanazt

az értéket kapjuk. Innen

(14 2p1)(1+ 2p2)

PAnBIC) = (14 2p1)(1+2p2) +2(1 —p1)(1 —p2)’

Adott két varos, az igazmondok és hazugok varosa. Az igazmonddk varosdban egy
kérdésre 0.9 valdszintiséggel helyes a hazugok varosaban pedig 0.8 valészintliséggel
hamis valaszt adnak. Megérkeziink véletleniil az egyik varosba, egyforma, azaz %
valoszinliséggel az igazmondok vagy a hazugok varosdba. Megkérdezziik az elso
embert, akivel talalkozunk, hogy az igazmonddk varosaba értiink-e. Azt a valaszt
kapjuk, hogy nem. Mi a valdsziniisége annak, hogy az igazmondok varosaba érkez-
tink?

Megoldds: Jelolje A azt az eseményt, hogy az igazmondok varosdba érkeztiink, és B
azt az eseményt, hogy a véletleniil megkérdezett ember azt valaszolja kérdéstinkre,
hogy nem az igazmonddék vérosdba érkeztiink. Ekkor minket a P(A|B) feltételes
val6szintliség értéke érdekel. Tudjuk tovabba, hogy P(A) = %, P(B|A) = 0.1,
P(B|A) = 0.2. (Az els6 esetben az igazmonddk vérosaban megkérdezett ember
hazudik, a masodikban a hazugok vérosaban megkérdezett ember igazat mond.)
Ezért

0.1-0.5 1

. P(AnB) P(BJA)P(4) _ _
PAIB) = =55y = BBIAPA) + P(BIAPA) 01 0550205 3°

Hazi feladat:

Egy haromnapos nyaraldson vesziink részt a Balatonnal. Minden nap a tobbi naptol

fliggetlentil % valészintiséggel kisiit a nap, % val6szintiséggel nem siit ki. Azokon
a napokon, amikor kisiit a nap, % valoszinliséggel megfiirdiink a Balatonban és
fagylaltot is esziink, + valészintiséggel megfiirdiink a Balatonban, de nem esziink

6
fagylaltot, % valészintiséggel nem fiirdiink meg a Balatonban, de esziink fagylal-

tot, és nulla annak a valdszinlisége, hogy nem fiirdiink és fagylaltot sem esziink.
Ha nem siit a nap, akkor i annak a valésziniisége, hogy esziink fagylaltot, és
flirdiink, i annak a valdszintiisége, hogy esziink fagylaltot, de nem fiirdiink, % an-
nak a valészinlisége, hogy nem esziink fagylaltot, de flirdiink, és ugyancsak i annak

a valdszintsége, hogy sem fagylaltot nem esziink, sem a Balatonban nem fiirdiink
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meg. Mi annak a feltételes valdszintisége, hogy megfiirodtiink a Balatonban, feltéve
hogy nem ettiink fagylaltot?

Egy fontos fogalomrdl és modszerrdl lesz szd, valészintiségi valtozok varhato ér-
tékérol. Ennek a kérdésnek a targyalasahoz sziikséges elOszor a valdszintiségi valtozéd
fogalmanak megértése. Tovabba kiilon targyaljuk az tgynevezett diszkrét eloszlasu
valészintiségi valtozok fogalmat, és egyelore csak ilyen valdszinliségi valtozok varhatd
értékérdl fogunk beszélni. FEnnek technikai okai vannak. Mint késébb latni fogjuk,
altalanos valdszintiségi valtozék esetén hasonldé eredmények érvényesek, csak abban az
esetben a dolgok megértése tobb figyelmet kovetel. Egy lényeges kiilonbség a specidlis
diszkrét eloszlasi és altalanos eset kozott az, hogy diszkrét esetben a varhatd érték
kiszamitasdahoz elég Osszegeket vizsgalni, mig az altaldnos eset kezeléséhez sziikség lesz
az integralszamitasi ismeretek hasznélatara is.

Valészintiségi valtozé fogalma: Legyen adva egy (2, A, P) valdszintiségi mezd. Egy
ezen a téren értelmezett valds értéki; (mérhetd) &(w) fiiggvényt valdszinidségi valtozénak
fogunk nevezni. Azaz & az Q — R leképezés. Az a megkités, hogy a fiigguény legyen
mérhetd azt jelenti, hogy minden x valds szamra az {w: £(w) < z} € A feltétel teljestil.

Diszkrét eloszlasu valdszintiiségi valtozok és azok eloszlasa. Fgy & valdsziniiségi
vdltozot egy (2, A, P) valdsziniségi mezén diszkrétnek vagy diszkrét eloszlasunak hivunk,
ha megadhato eqy véges vagy megszamldlhatoan végtelen szamossdagi x1,x2, -+, halmaz
agy, hogy az {w,&{(w) = xp}, n = 1,2,..., halmazok teljes eseményrendszert alkotnak.
Eqy diszkrét eloszldsiu valosziniségi vdltozo eloszldasat meghatdrozzdk azok az x1,xa,. ..,
értékek amelyeket az felvesz és a p, = P(§ = x,) valdsziniiségek. (Jegyezziik meg, hogy

;P(fzxn) - 1')

Diszkrét eloszlasu valészintiségi valtozo varhato értéke. Legyen & diszkrét el-

oszldstu valdsziniiségi valtozd, amely xq,xa, ... értékeket vesz fel p, = P({ = xy) vald-
oo

szintséggel, k = 1,2,..., > P(§ = xk) = 1. A £ valdszindségi vdltozd varhaté értéke
k=1

az

EE =) wpP(§ =)
k=1

0sszeg, feltéve hogy ez az osszeq abszolut konvergens. Ha ez az 0sszeg nem abszolut
konvergens, akkor nem definidljuk az EE vdrhato értéket.

Ahhoz, hogy a varhaté érték definicigjat megértsiik fel kell idézniink, hogy mit
jelent az, hogy egy Osszeg abszolut konverges, illetve meg kell érteniink, hogy miért
koveteltiik meg, hogy a definicéban szerepl6 Gsszeg teljesitse ezt a feltételt.

.o [o.¢]
Osszeg abszolut konvergességének a definiciéja. Azt mondjuk, hogy a > a,

n=1
oo oo
sorozat abszolut konvergens, ha nemcsak a ) a, Osszeg konvergens, hanem a »_ |ay,|
n=1 n=1

3



oo
dsszeg is. Ez utobbi tulajdonsdg azzal ekvivalens, hogy > |a,| < oc.
n=1
1. Megjegyzés: Példa konvergens, de nem abszolut konvergens Osszegre a kovetkezo

n+11

véltakoz elSjelti sszeg. 1 — 5 + 5 — + + £ — & +---. Formdlisan ) (—1)"*!1

n=1

Azt mondtuk, hogy (egyelére) olyan valészintliségi véltozok varhaté értékérdl be-
széliink, amelyek megszamlalhatd sok értéket vesznek fel, azaz més szavakkal a fel-
vett értékek valamilyen x1,xo,... sorozat formdjaban felsorolhaték. Beszéltliink arrol,
hogy a megszamlalhaté halmazok lehetnek nagyon bonyolultak is, példaul a raciondlis
szamok sorozata is megszamlalhaté. Ez azt jelenti, hogy az altalanos esetben nincs egy
természetes sorrendje a felvett xq,xo,..., értékeknek. A varhatd érték kiszamitasakor
az x P(§ = xy,) értékeket kell Osszegezni, mely szamok kozott lehet lehetnek pozitiv és
negativ szamok egyarant. Felmeriil a kérdés, értelmes-e a definiciéban szerepl6 6sszegrol
beszélni, vagy esetleg egészen kiilonbozo értékeket kapunk attdl fiiggéen, hogy milyen
sorrendben soroltuk fel az xj szamokat. A véalasz az, hogy amennyiben a varhato érték
definicigjaban szereplo Osszeg nemcsak konvergens, hanem abszolut konvergens is, akkor
ennek az Osszegnek az értéke fliggetlen az Osszeg tagjainak sorrendjétol, ezért tudunk
réola beszélni. Az 6sszeg abszolut konvergencidja viszont nem elhagyhato feltétel. Ezt
mondja ki az alabbi tétel.

Tétel. Legyen adva valds szamok eqy tetszoleges a,,, n = 1,2,..., végtelen sorozata. Ha
oo
a Y. |ay| dsszeg is konvergens, akkor az a,, n = 1,2,..., sorozat tetszdleges an, , k =
n=t oo o0
1,2,..., dtrendezésére igaz, hogy > an, = Y. G, €s ez az dsszeg véges. Megforditva,
k= =1
1 n -
ha a fenti tulajdonsdg az a, sorozat tetszbleges dtrendezésére teljesil, akkor a Y. an
n=1

0sszeq abszolut konvergens.
Az alabbi eredmény késébb alapvetd fontossagu lesz.

Tétel. Legyenek &1, & (diszkrét eloszldsi) valdszinidségi valtozok, amelyeknek létezik
vdrhato értékuk. Ekkor a & + &2 0sszegnek is létezik vdrhato értéke, és

E(& + &) = E& + EG.
Kovetkezmény. Legyenek adva &1,8a,...,&k (diszkrét eloszldsi) valdszindiségi vdlto-

20k, amelyeknek létezik vdrhato értékiik, és legyenek cq,...,cr valds szdamok. FEkkor a
c1&1 + cobo + - - - + i€ valosziniiségi valtozonak s létezik vdrhato értéke, és

E(ci& + o+ -+ cuér) = aE& 4+ oFES + -+ - + e B

4.) Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabot 100-szor egymds utan. Szamitsuk ki a fej-
dobésok szdménak varhaté értékét.



Megoldas: A fejdobasok szama 0 és 100 kézott van. Annak valészinlisége, hogy k
100
fejdobas kovetkezik be, 0 < k < 100, pr = ( i )2_100. Ezért a dobasok szamanak

100 100
vérhat6 értéke FE = ) ( i )2_100, ahol ¢ jeloli a fejdobasok szamat megadd
k=0

valészinliségi valtozot. Ezt az osszeget kozvetleniil kiszamithatjuk. Valéban, mivel

100 99 )
k( i ) = 100(k B 1), ezért

100

99 99
100 99 11
EE=) jk( L )2—100250§ j(k)2—99:50 (§+§> = 50.

Megtargyaljuk, hogy a fenti feladatnak létezik egyszeriibb megoldésa is. Heuriszti-
kusan ugy is érvelhetiink, hogy minden dobasban a fej-dobasunk szama varhatéan %—del

no, ezért a 100 dobas soran bekdvetkezd fejdobasok szama 50. Ertsiik meg, hogyan
lehet ezt a heurisztikus érvelést precizen elmondani. Ennek érdekében eldszor azt gon-
doljuk meg, hogyan lehet a fenti kérdést egy alkalmas valdsziniiségi mezon tekintett
valoszinliségi valtozo varhatéd értékeként definialni, és azt mint egyszerli valdszintiségi
valtozok Osszegét felirni.

5.) Tekintsiik az eléz6 feladatban vizsgédlt szabélyos pénzdarab 100 egymdasutani fel-
dobasat. Adjuk meg ennek egy modelljét, amelynek segitségével az eloz6 feladat
egyszerlibben a heurisztikus érvelés segitségével is megoldhaté.

Megoldas: Tekinthetjiik példaul a kovetkezo modellt. Legyen a valdszintiségi mezo,
amelyen dolgozunk a kovetkezo: Legyenek az w elemi események a 100 hosszusagu
fej-iras sorozatok, P({w}) = 271 minden w = {..., F,...,I,...} 100 hossztisdgui
fej-irds sorozatra, és P(A) = > P({w}). Definidljunk &;(w), 1 < j < 100,

w€eA
valoszintiségi véltozokat a kovetkezd médon. Legyen &;(w) = 1, ha az w elemi
esemény olyan 100 hosszisagu fej-irds sorozat, amelynek a j-ik koordinataja F,

100
legyen &;(w) = 0, ha az w sorozat j-ik koordinatdja I. Ekkor {(w) = > &(w) a
j=1

minket érdekld valészinliségi valtozé a fejdobasok szama 100 dobds sordn, és a &;
valdszintiségi eloszlasait a kovetkezd képlet adja meg: P({;(w) = 1) = P(§(w) =
0) = % minden 1 < j < 100 szamra.

Megjegyzés: Definidltam egy valdszintiségi mez6t, amelyen a valdszintiségi valtozé-
kat is meg tudtuk adni. Valdjaban nem sziikséges rogziteni pontosan a valdszintiségi
mezot, amelyen dolgozunk. Olyan valdszintiségi mez6t kell tekinteniink, amelyeken
minden w elemi esemény bekovetkezése esetén megtudjuk mondani, hogy mennyi
a j-ik dobés eredménye. Ez azt jelenti, hogy a £;(w) valdsziniiségi véltozo értékét,

amelyik 0, ha a j-ik dobas iras és 1, ha a j-ik dobas fej, definidlni tudjuk. Tovabba,
100

definidlhaté a {(w) = Y &(w) valészinlségi valtozd értéke is, és minket az E¢
j=1
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véarhat6 érték érdekel. Tovabbd, feltételezésiink szerint (a pénzdarab szabélyos)
P(j(w)=1)=P(w) =0) = % Ez is egy olyan példa, amely azt mutatja, hogy
a feladat megoldasahoz elegendé tudni a vizsgalt valdszintiségi valtozok eloszlasat,
az eredmény nem fiigg attol, hogy milyen valészintiségi modellben dolgozunk.

Oldjuk meg a 4. feladatot egyszeriibben az 5. feladatban targyalt konstrukcid
segitségével.

Megoldas: Valéjaban a vizsgdlt varhaté értéket egyszeriibben is kiszamithatjuk.
Vezessiik be a §; valészinliségi valtozdkat, £; = 1, ha a j-ik dobds eredménye fej

& = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds, 1 < j < 100. Ekkor a fejdobasok szama
100 100

&= Zlgj, FE¢ = '21 E¢;. Mivel E¢; = %, 1 <5 <100, ezért E¢ = % - 100 = 50,
j= j=

Feldobunk egy szabalyos dobdkockat 100-szor egymas utan. Tekintsiik a dobasok
eredményeinek Osszegét. Szamitsuk ki ennek az 6sszegnek a varhatéd értékét.

Megoldas: Definidljuk az 71, ...,n100 fuggetlen valdészintiségi valtozdkat gy, hogy
n; a j-ik dobds értékével egyenld. Ekkor P(n; = k) = ¢, 1 < j <100, 1 < k <6,

100
és minket a & = ) n; valdsziniiségi valtozé varhaté értéke érdekel. Ez konnyen
j=1
100 100
kiszdémolhaté, mert E{ = E Y n; = > En;, Enj = £(1+2+3+4+5+6) =3.5.
j=1 j=1

Innen F¢ = 350.
Hadzi feladat:

Feldobunk egy szabalyos dobdkockat 100-szor egymas utan. Tekintsiik a paros
értéki dobasok eredményeinek 0sszegét. Szamitsuk ki ennek az 6sszegnek a varhatd
értékét.

Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabot 100-szor egymas utan. Tekintsiik az egymast
koveto fej-fej dobassorozatok szamat, és szamitsuk ki annak varhaté értékét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 £, 1 < j <99, valdszintiségi véltozokat: §; =1,

ha a j-ik és j + 1-ik dobdsok mindegyikének eredménye fej, £; = 0 egyébként.
99

Vegyiik észre, hogy minket az S = ) §; valdsziniiségi valtozé véarhatéd értéke
j=1

99 99 99 1 )
érdekel. Ezért ES = E| > & | = Y E¢ = R mivel E¢; = i (Erdemes
j=1 j=1
megjegyezni, hogy az ebben a feladatban tekintett {; valészinliségi valtozék nem

fiiggetlenek, de a fiiggetlenségre nincs sziikség a varhaté érték additivitdsahaz.)



