A november 9.-i gyakorlat témaja

1.) Egy urndban 10 piros és 20 fehér golyé van. Kihidzunk visszatevés nélkil 10
goly6t. A paros sorszamu hizasok sordan fehér golyd hiizas esetén nyeriink 3 forin-
tot, piros goly6 huzas soran pedig nem nyeriink és nem veszitiink semmit. A
paratlan sorszamu htizasok soréan piros hiizas esetén 2 forintot nyeriink, fehér golyé
hizés esetén nem nyeriink és nem veszitiink semmit. Szamoljuk ki a nyereményiink
varhato értékét és szorasnégyzetét.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezo6 £, 1 < j < 10, valoszinliségi véltozdkat: Péaros
J szamokra §; = 3, ha a j-ik huzds eredménye piros, {; = 0, ha a j-ik huizds
eredménye fehér goly6. Pératlan j szdmokra &; = 2, ha a j-ik hizds eredménye
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piros, {; = 0, ha a j-ik hizas eredménye fehér golyé. Ekkor az S = ) &; Osszeg
i=1

varhaté értékét és szorasnégyzetét kell kiszamolnunk. Ennek érdekében szamoljuk

ki az F{; varhato értékeket, Var §; szorasnégyzeteket és Cov (£, &y ) kovariancidkat.
Annak valdsziniisége, hogy a j-ik huzas eredménye piros %, annak valdszintlisége,
hogy j-ik huzas eredménye fehér % Ezért E§; = 2, ha j paros, F§; = %, ha j
paratlan, és ES =5 (2 + %) = 13%.

sz s . ’ 7L 2 s ’ . s 2 . .
A szérdsnégyzet kiszamitdsa érdekében vegyiik észre, hogy EE; = 6, Varg; = 2,

ha j paros, és ESJQ = %, Var§; = 8 Tovabbé annak valésziniisége, hogy két j

9
és.k indexre j ;é.k:, a j-ik és k-ik huzas mindegyike f.ehér % = %, annaﬁk, hf)gy
mindkét huzas piros 3.9@ = %, annak, hogy az egyik hizds fehér a masik piros
210 _ 20 : _ 2.19 _ 114 _ 114 _ 2 s
339 = 5y Dzlrt Efjgk = 192' 520 = 95 Cogz(ﬁj,ik) =3 1= ha j és
k paros, B, = 4+ 55 = 55, Cov (§;,&k) = 3 0= ha j és k péaratlan,
E¢i&, =6- % = %, Cov (&5,&k) = ‘21—8 - % = g7, ha j és k koziil az egyik paros, a

masik pédratlan. Olyan (j,k) par, 1 < j,k < 10, j # k, amelyre j és k mindegyike
paros vagy mindegyike paratlan, Osszesen 20 van, és olyan (j, k) pér, amelyekre az
egyik paros, a masik paratlan 2 -5 -5 = 50 van, ezért

2 8 480

ey =20(-2 - 2 NI

2. Cov(g&) 0< 29 263>+50 87~ 263
1<5,k<10, j#k

Innen
10
Var§ =Y Varg;+ > Cov(&,&)
j=1 1<4,k<10, j#k
(24 3) 80 130 80 3850
N 9 263 9 263 263 °
Hazi feladat:

Adott két urna, mind a kettoben 10 piros és 30 fehér golyé. Kihizunk 10 al-
kalommal mind a két urnabdl egy golydt visszatevés nélkiil. Szamoljuk ki azon
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hizéasparok szamanak varhaté értékét és szérasnégyzetét, amikor ugyanolyan szini
goly6t huztunk.

Meg fogunk targyalni néhany fontos fogalmat és alapvetd eredményt altalanos,

nem feltétleniil diszkrét értékii valészintiségi valtozdkrdl. Megbeszéljiik dltalanos (nem
feltétleniil diszkrét eloszlast) valdsziniiségi valtozé eloszldsanak fogalmat, azt hogy mit
értiink ezek varhato értékén, szérasnégyzetén, és hogyan szamoljuk azt ki.

Valé6szintiségi valtozé eloszlasfiiggvényének a definicidja. Legyen adva egy &(w)
(valds értékid) valdszindségi vdltozo egy (S, A, P) valdszintiségi mezén. Ennek F(x) el-
oszldsfiigguényén az F(x) = P ({w: {(w) < z}), —oo < & < 00, flgguényt értjik.

2.)

Tekintsiik egy szabdlyos dobdkocka feldobasat, illetve azt a valdszintiségi valtozot,
amely megmondja mi a dobas eredménye. Hatdrozzuk meg ennek a & valdsziniiségi
valtozénak az F(x) eloszlasfliggvényét. Hatdrozzuk meg a dobasértékek négyzeté-
nek az eloszlasfiiggvényét.

Megoldas: Fz a € valészintliségi valtozé az 1, 2, 3, 4, 5 és 6 értékek valamelyikét veszi
fel, mindegyiket % valésziniiséggel. Ezért annak a valdszintisége, hogy P(§ < )
nullaval egyenlé, ha z < 1. S6t x = 1 esetében is teljesiil a P({ < 1) = 0 azonossag,
mert annak valészinliségét nézziik, hogy a & valdszintiségi valtozd szigoruan kisebb
mint az z szdm. Ezért F(z) = 0, ha —o0o < z < 1. Ha 1 < x < 2, akkor
az {w: {(w) < x} esemény azt jelenti, hogy a dobas eredménye 1. Ez az allitds
igaz x = 2 esetében is. Ezért F(z) = %, hal <z <2 Ha2 <z < 3, akkor
az {w: {(w) < z} esemény azt jelenti, hogy a dobds eredménye 1 vagy 2. Ezért
F(x) = %, ha 2 < z < 3. Ezt a gondolatot végigkdvetve kapjuk, hogy F(x) = 0,
ha—oo<x§1,F(a:):%,haj<:c§j+1,1§j§5,ésF(a:):1,ha
6 < x < co. Ha a dobésok négyzetének az eloszasfiiggvényére vagyunk kivancsiak,
akkor hasonléan vizsgalhatjuk a helyzetet. Ekkor a vizsgdalt valdszintiségi valtozd
G(z) eloszlasfiiggvénye a kovetkez6 lesz: G(x) = 0, ha —oo < x < 1, mert ebben
annak valdszinlisége, hogy a dobds értékének négyzete kisebb, mint x egy x < 1
szdm esetén 0. G(z) = ¢, ha 1 < z < 4, mert az az esemény, hogy a dobds
értékének négyzete kisebb mint x egy 1 < xz < 4 szam esetén akkor kovetkezik be,
ha a dobds értéke 1. G(z) = 2, ha x < 4 < 9, mert a dobds értékének a négyzete
akkor kisebb, mint z egy 4 < z < 9 szdm esetében, ha a dobas eredménye 1 vagy
2. Hasonléan, G(z) = 2, ha 9 <z <16, G(z) = 24, ha 16 < 2 < 25, G(z) = 2, ha
25 < x <36, és G(x) =1, ha 36 < z.

Ledobunk egy pontot egyenletesen a [0, 2] intervallumra, azaz annak valészintisége,
hogy a ledobott pont egy [a,b] C [0, 2] intervallumba esik b_Ta. Mi a ledobott pont
helyének az eloszlasfiiggvénye?

frjuk fel a ledobott pont helyének az értékét akkor, ha az a [0, 1] intervallumba esik,
de az 1 szdmot irjuk fel, ha a dobés értéke az [1,2] interllumba esik. Mi a felirt
szam eloszlasfiggvénye? Mi lesz a felirt szam eloszlasfliiggvénye akkor, ha abban az
esetben, amikor a ledobott pont az [1,2] intervallumba esik nullat irunk, abban az
eseben, ha a [0, 1] intervallumba esik, akkor magat a szdmot irjuk fel?
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Megoldas: Annak valésziniisége, hogy a ledobott pont & értéke kisebb, mint =
P<z)=0,har <0,P<z)=5,ha0<2s<2 6 PE<2) =1, ha
x > 1. Ezért a £ valoszintiségi valtozé F(x) eloszlasfiigggvénye F(x) = 0, ha z < 0,
F(z)=%,ha0<2<2 és F(z) =1, hax > 1, azaz egy 5 meredekségii egyenes
a [0,2] intervallumon, és F'(z) a vizszintes x = 1 egyenes az x > 2, és az v = 0
vizszintes egyenes az x < 0 félegyenesen.

A felirt (véletlen) n szam G(z) eloszlasfiiggvénye az els6 esetben P(n < x) =0, ha
—00<r<0,hazr<0,Pn<z)=% ha0<z<1,éPn<z)=1 hax>1
Ez azt jelenti, hogy G(z) = 0, ha 2 < 0, G(z) = §, ha x < 1, (ebben hasonl6 a
viselkedése az elébb tekintett F'(z) fiiggvényhez), de az x = 1 pontban ugrik, és
G(x) =1, haz>1.

A miésodik esetben tekintett véletlen szdm H(z) eloszldsfliiggvénye hasonléan ha-
tarozhaté meg. A kiilonbség az, hogy ekkor a [0, 1] intervallumban H(z) = £ + 3,
0 <z < 1. Ekkor ugyanis a felirt szam akkor lesz kisebb, mint x, 0 < x < 1, ha a
ledobott pont vagy a [0, 1] vagy az 1, 2] intervallumba esik, és ennek valdszintisége
Z + 1. Tovabba H(z) =0, haz <0, és H(z) =1, haz > 1.

Hazi feladat:

Feldobunk egy pénzdarabot, amely p valdszintiséggel esik a fej, 1 —p valdszinliséggel
az {ras oldalra kétszer egymadstol fliggetleniil. Jelolje & azt a valdszinliségi valtozot,
amely a fejdobdsok szdmét adja meg. Adjuk meg a & valdszinliségi véltozé F(x)
eloszlasfiiggvényét.

Ledobunk egy pontot véletleniil egyenletes eloszldssal a [0, 1] intervallumba, azaz
annak valdszintisége, hogy a pont egy [a,b] C [0,1] intervallumba esik b — a.
Hatarozzuk meg a ledobott pont négyzetének az eloszlasfiiggvényét.

Az el6z6 példakban lattunk néhany példat arra, hogy hogyan nézhet ki egy elosz-
lasfiiggvény. Most kimondok egy tételt, amely megadja, hogy milyen alaki lehet egy
eloszlasfiiggvény az altalanos esetben.

Tétel. Legyen &(w) valdsziniiségi vdltozo egy (2, A, P) valdszintiségi mezdn, és legyen
F(z) = P({w: {(w) < 2}), —00 < & < 00, € valdszinidségi vdltozd eloszldsfigguénye. Az
F(x) eloszldsfiigguény teljesiti a kovetkezd tulajdonsdgokat.

a) F(x) monoton névekvd figgvény.

b) F(x) balrol folytonos figguény, azaz lim F(x —h) = F(x) minden —oco < x <

h—0, h>0
00 szdmra.

¢) lim F(x)=1.
d) lim F(x)=0.
Ha egy F(x) figgvény teljesiti az elébb megfogalmazott a)—d) tulajdonsdgokat,

akkor az eloszldsfiggvény. Részletesebben megfogalmazva ez azt jelenti, hogy ha az
F(x) figgvény teljesiti az a)—d) feltételeket, akkor létezik egy (X2, A, P) valdsziniiségi

3



mezd, és azon olyan &(w) wvaldszintiségi valtozo, amelynek az eloszldsfigguénye ez az
F(x) figgvény.

Megtargyaljuk roviden egy valdszintiségi valtozo varhaté értékének a definicidjat, de
szamunkra elsésorban nem ez lesz az érdekes, hanem az, hogy hogyan lehet kiszamitani
egy valészinliségi valtozoé varhato értékét annak eloszlasfiiggvénye illetve a késobb is-
mertetend6 silirliségfliggvénye segitségével. (Egyébként nem minden valdésziniiségi val-
tozénak van stirliségfiiggvénye.)

Valészintiségi valtozé varhaté értékének formdalis definiciéja. Legyen &(w) va-
[6szindiségi valtozo egy (2, A, P) valdszintiségi mezén. E valdszinidségi vdltozd varhato
értékét ugy definidljuk, mint a {(w) fligguénynek az

Bé(w) = / £(w)dP(w)

Lebesgue integraljdt a P valdsziniségi mérték szerint, feltéve, hogy [ |&(w)|dP(w) < oo.
Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor nem definialjuk a & wvaldsziniségi vdltozo vdarhato
értékét.

A kovetkezo Fontos Tételnek nevezett eredmény lehetové teszi egy valdszintiségi valtozd
varhaté értékének kiszamitdsat csak a valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvényének az
ismeretében.

Fontos Tétel. Legyen &(w) wvaldszinidségi vdltozo egy (2, A, P) valésziniiségi mezén,
amelynek F(x) az F(x) = P(§ < ), —00 < x < o0, eloszlasfiggvénye. Ekkor

Bew) = [ aF(an)

— o0

ahol a fenti integral Lebesque—Stieltjes integrdlt jelol az F' mérték szerint. Ez a formula
akkor érvényes, ha ffooo |z|F(dx) < co. Ellenkezd esetben az EE vdrhatd értéket nem

definidltuk.
Sot igaz a Fontos Tétel kovetkezo altalanositasa.

A Fontos Tétel altaldnositdsa. Legyen £(w) wvaldsziniségi vdltozé egy (2,.A, P)
valdszindiségi mezdn, amelynek F(z) az F(z) = P(§ < x), —00 < z < 00, eloszlds-
fliggvénye. Legyen g(z) tetszéleges (mérhetd) figguény a szamegyenesen, és definidljuk
az n(w) = g(§(w)) valdsziniiségi vdltozdt. Ekkor

Bofw) = Bg(e) = [ " g(@)F(da),

— 00

ahol a fenti integral Lebesque—Stieltjes integrdlt jelol az F' mérték szerint. Ez a formula
akkor érvényes, ha [°._|g(x)|F(dz) < co. Ellenkezé esetben az En vdrhatd értéket nem

definidltuk.



Megjegyzés: Az elébb megfogalmazott eredményekben szerepelt az ffooo |z|F(dx) <

00, illetve [7_|g(z)|F(dz) < oo feltétel. E feltételek természetes megfeleléi annak a
diszkrét valdszintiségi valtozok esetében szerep;o feltételnek, hogy egy diszkrét valdszi-
niiségi valtozd varhatd értékét definidld Osszeg legyen abszolut konvergens.

Legyen £ diszkrét értékli valdszintiségi valtozd, amely valamely xq,x9,..., valos
értékeket vesznek fel. Ekkor

feltéve, hogy a jobboldalon szerepl6 0sszegek abszolut konvergensek.

Gyakorlati szempontbdl, annak érdekében, hogy a leggyakrabban eléfordulé esetek-
ben jobban tudjunk szamolni, érdemes bevezetni egy eloszlasfliggvény siirtiségfiiggvé-
nyének a definicigjat. Ez lehet6vé teszi, hogy a problémakban felmeriilo és sokszor
kényelmetleniil kezelheté Lebesgue integralokat atirjuk mint (k6zonséges) Riemann in-
tegralokat.

Stirtiségfiiggvény definicidja. Egy F(x) eloszldsfiggvénynek az f(u), —oo < u < 00,
fugguény striségfiggvénye, ha minden —oo < x < 0o szamra teljesil az

F(x) = /_ f(u) du
az0nossdg.

Annak érdekében, hogy megértsiik, hogyan tudjuk egy eloszlasfiiggvény stirtiség-
fliggvényét kiszamitani, idézziik fel a klasszikus analizis egyik alapvetd eredményét, a
Newton—Leibniz formulat.

Newton—Leibniz formula. Legyen F(zx) folytonos fiigguény egy |a, b] véges intervallu-
dF (x)
dx

minden pontban, ahol az F(-) differencidlhatd. Ekkor F(z)—F(a) = [T f(u)du minden
a <z <b szamra. Tovdbbd, ha a fenti feltétel teljesil minden véges |a,b] intervallum-
ban, és létezik a F(—oo) = lim F(z) hatdrérték, akkor F(z)—F(—o0) = [ f(u)du

minden —oo < x < 00 szdmra.

mon, amely véges sok pont kivételével folytonosan derivdlhatd. Legyen f(u) =

Megforditva, ha f(u), (pontosabban annak abszolut értéke) integrdlhato figgvény

egy [a,b] intervallumban, és F(z) = [ f(u)du, a < x < b, akkor f(u) = dzgf)

(majdnem) minden a < uw < b pontban. Ha az f(u) fiigguény integrdlhatd az egész
szdmegyenesen, akkor a fenti dllitas igaz a = —oo wvdlasztdssal is.

Az eloszlasfiiggvényekhez hasonléan pontosan jellemezni lehet a stlirtiségfliggvénye-
ket. Ezt a jellemzést adja meg az alabbi tétel.
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Tétel. Egy f(-) (mérhetd) figgvény akkor és csak akkor siriségfiiggvénye egy alkal-
mas eloszldsfigguénynek, ha f(u) > 0 majdnem minden —oo < u < oo szdmra, €s

[ Fwydu=1.

Tétel. Jelolje F(-) illetve f(-) egy & valdsziniségi vdltozé eloszlds illetve siriségfiigg-
vényét. Legyen g(-) mérhetd figguény a szimegyenesen. Ekkor

Eg:/:up(du) :/Oo wf () du

— 00

B9(9) = | " g F(du) = / " g(u) f(u) du

— 00 — 00

Definialjuk altalanos (nem feltétleniil diszkrét eloszlasi) valészintiségi valtozok szo-
rasnégyzetét.

Szérasnégyzet definiciéja. Legyen & olyan valdsziniségi viltozo, amelyre E£? < oo.
Ekkor e valosziniiségi vdltozo szordsnégyzete

Var¢ = E (€ — E€)

(Ha EE? = oo, akkor vagy nem definidljuk a & valdszintiségi vdltozd szordsnégyzetét,
vagy azt mondjuk, hogy Var §(w) = oo.

Lemma.

Var & = E€2 — (E€)?.

Néhany fontos folytonos eloszlas.

a.) Normdlis eloszldsfiigguény.

Bevezetjiik a standard normalis eloszlasfiiggvény definicigjat. Késobbi eredmények-
bdl fog kideriilni, hogy ez az eloszlas miért jatszik fontos szerepet a valdszinliségszami-
tasban.

A standard normadlis eloszlas definiciéja. A ®(x) standard normalis eloszlds az az

1 —u?/2

eloszlds, amelynek striiségfiggvénye a p(u) = Norid , —00 < u < 00, fligguény.

E definicié helyességének igazoldsahoz meg kell mutatni, hogy a fent definidlt (-)
fliggvény valoban striségfliggvény. Ennek érdekében be kell bizonyitani a kovetkezd
eredményt.

Tétel.

>~ 1 2
/2 gy =1
e u .
/Oo V2T



Normalis eloszlasfiiggvény definicidja: Legyen £ standard normdlis eloszldsi valo-
szintiségi vdltozo. Ekkor az n = o& + m valdsziniiségi vdltozo, (illetve egy vele azonos
eloszldsi valdszindiségi vdltozé) normdlis eloszldsi valdszintiségi vdltozé m és o? para-
méterrel. (Késébb meg fogjuk tdrgyalni, hogy m az n valészinidségi valtozé varhats értéke
és 0% a szérdsnégyzete.)

4.) Egy m és 0 paraméterti  normalis eloszldst valészintiségi valtozo slirfiségfiiggvé-
_ 1 —(u—m)? /202
nye g(u) = s—e~ (7m/20,

2mo

—o0o < U<

Megoldas: Legyen n = o& + m, ahol ¢ standard normaélis eloszlasu valdszintiiségi
véltozo6. Jeldlje ®(x) a £ valdszintliségi valtozo eloszlasfliggvényét. Ekkor 7 elosz-
lasfiiggvénye G(z) = P(oc& + m,x) = P (5 < %) =& (””—m), stirtiségfiiggvénye

pedig g(r) = £G(z) = L 42|

_ _1 e—(u—m)z/QU2
o du _z—m 2mo )
o

Egyenletes eloszlasfiiggvény definicidja. FEgy & valdsziniiségi vdltozo egyenletes
eloszldsi egy [a, b] intervallumban, —co < a < b < oo, ha stiriségfigguénye f(u) =

b—a’
haa<u<b, és f(u) =0 egyébként.

5.) Szamitsuk ki egy az [a, b] intervallumban egyenletes eloszlasu & valdszintiségi valtozd
varhato értékét és szorasnégyzetét.

Megoldas:

|
Efz/a ub—aduzb—a

b—a

— 2 b — 2 2
Varsz({—bQG) :/ (u—b2a) duz/b_ u? du

2
b—

- bia [u;]__; - 3(b2—a) (b;af: (bIQG)Z'

Exponencialis eloszlasfiiggvény definicidja. Fgy & valosziniségi vdltozo expo-
nencidlis eloszldsu A paraméterrel, X > 0, ha eloszldsfiiggvénye, F(x) = P({ < x) =
1—e ™ hax >0, és F(x) = P(¢ <z) =0, hax < 0. Ezzel ekvivalens jellemzés:
Egy valdszintiségi vdltozd exponencidlis eloszldsi A > 0 paraméterrel, ha létezik f(u)
stiriiségfiigguénye, és az f(u) = e ™%, hau >0, f(u) =0, ha u < 0 alaki.

6.) Szamoljuk ki egy A paraméterii £ exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtozé vér-
hato értékét és szorasnégyzetét.

Megoldas: Parcialis integralassal kapjuk, hogy

3 /0 ure M du, )\/0 ue " du X ([ ue ]0 -I-/O e du) X

7



A

Mutassuk meg, hogy egy exponencidlis eloszlasu & valdszintiségi valtozé teljesiti a
kovetkez6 tigynevezett orokifju tulajdonsagot:

P >z+yl>y)=PE>x)

minden x > 0 és y > 0 szamra.
Megoldds: Mivel P(¢ > u) = e~** minden u > 0 szdmra, ezért P(¢ > x + y|¢€ >

e~ MNa+y)

y) = =e M =P > )
Legyen & valdészintiségi valtozé f(u) slirtiségfiiggvénnyel, a és b valds szamok. Ha-
tarozzuk meg az n = aé + b és ¢ = 2 valésziniiségi valtozdk stirtiségfiiggvényét.

Megoldas: Legyen F(z) = P({ < x) = ffoo flu)du a & valészinliségi véltozo

eloszlasfiiggvénye. Ekkor az n = a& + b valdszintliségi valtozo eloszlastfiiggvénye

a G(z) = P(n < z) = P (£ < b)) = F(£2) fiiggvény, ha a > 0, és G(z) =

Php<uz)=P (5 > mT*b) =1—-F (“"T*b), ha a < 0. Innen n striiségfiiggvénye
dG(x r—

g(r) = S5 = o f (522).

A ¢ = €2 valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye
G(z) = P(§? <a) =P (Vo <& <Va) =F (V) - F (~Vz),

ha x > 0, és G(x) = 0,
e (F (VD) + £ (V).

Hazi feladat:

ha x < 0. Innen derivaldssal ( striiségfiiggvénye g(z) =

Legyen egy ¢ valészinfiségi valtozénak f(x) sfirfiségfiiggvénye. Szamitsuk ki €3 és
&4 stirtiségfliggvényét.



