A november 30.-i gyakorlat témaja

Az eldadason szerepelt annak az allitasnak a bizonyitasa, hogy a standard normaélis
2
eloszlas strtségfiiggvénynek nevezett \/%e_w /2 fiiggvény stirtiségfiiggvény, tehat
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1.) Egy standard normalis eloszlasu & valdsziniiségi valtozo, azaz egy \/%e stri-

ségfiiggvénnyel rendelkez6 valdszintiségi valtozo varhaté értéke nulla és szordsnégy-
zete 1.

Megoldds:
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E¢ = r——e "2 dr =0,
¢ /_oo V2T

mert az x\/%e_ﬁ/ 2 integrandus pératlan fiiggvény. Ezért Var{ = E£2, és parci-
élis integralassal f(z) = x és g(z) = :)3\/%6_"1”2/2 =4 <—\/%e_1’2/2) valasztassal
kapjuk, hogy
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2.) Legyen ¢ standard normalis eloszldsu valészintliségi valtozé. Szamoljuk ki a ¢
valészintiségi valtozé negyedik momentumét. Legyen & egy varhaté értékii és ketté
szérasnégyzeti normalis eloszlast val6szintiségi valtozé. Szamoljuk ki & siirtiség-
fiiggvényét és negyedik momentumat.

Megoldas:
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A€ = ‘5_721 valészinfiségi valtozé standard normalis eloszldst, és € = v2(€ + 1),

ahol ¢ standard normalis eloszlasi, ha & normalis eloszlast 1 varhato értéki és 2
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szorasnégyzetli Valészinﬁségi valtozo. Ezért, mint azt az el6z6 éran megtargyaltuk
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Valéjaban az E&* negyedik momentumot egyszeriibben is kiszamolhattuk volna.
Bt = B(V2+1)4 = ABE* + 8V2EE3 + 1262+ 4y/26+1 = 4-34+0+12-1+1 = 25.
Egy szabalyos dobdkockat és egy szabalyos érmét feldobunk 3300 alkalommal egy-
mastdl fliggetleniil. (Az érme és kockadobdsok eredményei is fiiggetlenek egymés-
t6l.) Ha a kockadobds eredménye péros és az érme a fej oldalra esett, akkor annyi
forintot nyeriink, amennyi a kockadobas eredménye. Ha az érme az irds oldalra
esett vagy a kockadobds eredménye paratlan szam, akkor nem nyeriink, és nem is
vesztiink semmit. Mi a valdszinlisége annak, hogy az 0ssznyereménytink 3190 és
3520 forint kozé esik? Adjunk erre jé kozelité becslést a centrélis hatareloszlastétel
és egy normalis eloszlastablazat segitségével.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 &, és n; 1 < j < 3300, valészintiségi valtozokat:
§; = 2, ha a j-ik kockadobds eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik kockadobés eredménye 4,
§; = 6, ha a j-ik kockadobas eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik kockadobéas eredménye
1, 3 vagy 5. Legyen n; = 1, ha a j-ik érmedobds eredménye fej, és n; = 0, ha a
J-ik érmedobas irds. Legyen (; = §;n;. Ekkor a j-ik dobasndl a nyereményiink
3300
¢ lesz, 1 < j <3300, és a P | 3190 < > (; <3520 | valdsziniiséget kell j6l meg-
j=1
becsiilniink. Ennek érdekében szamoljuk ki a fliggetlen (; Valoszmusegi valtozok
varhaté értékét és szordsnégyzetét. E(; = EE;n; = E§;En; = (2 +4+ 6) =1,
EC} = EE€En} = §(4+16+36) - 5 = 5}, Var(} = EC} — (EQ) — 1 inen a
centralis hatareloszlastétel alapjan
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~ ®(2) — ®(—1) = 0.9772 4 0.8413 — 1 = 0.9285.

4.) Egy pénzdarabrdl ellendrizni akarjuk, hogy igaz-e az a hipotézis, amely szerint ez

az érme legalabb % valoszintiséggel esik a fej és legfeljebb i valoszinliséggel az
irds oldalara. Ennek érdekében feldobjuk a pénzdarabot 30 000 alkalommal, és a
kovetkezo dontési szabdlyt hozzuk. Vialasztunk egy k szamot, és akkor fogadjuk
el a hipotézist helyesnek, ha legalabb k fejdobas tortént. Legalabb mekkoranak
kell valassztanunk ezt a k szamot, ha azt akarjuk, hogy egy a hipotézist teljesito
pénzdarab esetén legalabb 0.9 valdszintiséggel dontsiink ugy, hogy a hipotézis tel-

jesiil?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd valdsziniiségi valtozdkat: §; = 1, ha a j-ik
dobas eredménye fej, £; = 0, ha a j-ik dobas eredménye irds, 1 < j < 30000,
30000

S = Ssp000 = >, &;. Ha a fejdobéds eredményének valdszintisége pontosan 3,

=00

E¢ = 3, B = 2, Varg; = BE — (BE)? = &, ES = 30000E¢; = 22500,

Var S = 30000Var &; = 5625 = 75%. Innen és a centralis hatdreloszlastételbdl,
S—ES - k—22500> _1_P<S—ES < k—22500)
v Var S 75 VVar S — 75

1_ @ k — 22500 '
75

P(S>k):P(

Viélasszuk a k szamot ugy, hogy a fenti valészintliség koriilbeliil 0.9 legyen. Ekkor

a @ (2=22500) = 0.1 vagy ami ezzel ekvivalens, a ® (22220=F) = (.9 egyenletet kell

kielégiteniink. A normaélis eloszlas-tabldzat alapjan % ~ 1.28, ami azt jelenti,

hogy k£ =22500—75x1.28 és p = % esetén annak valdszintisége, hogy a fejdobasok
szama nagyobb mint k£ = 22500 — 75 x 1.28 = 22212 és p = % esetében annak
valészintisége, hogy legaldbb ennyi fejdobds torténik koriilbelil 0.9. Ha p > 32
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akkor ez a valdszinliség nagyobb. Ezért a k = 22212 helyes valasztas.

Ledobunk egyméstdl fiiggetleniil 24 000 pontot a [0,2] intervallumra egyenletes
eloszldssal, (azaz annak a valészintisége, hogy egy ledobott pont értéke z-nél kisebb
5-vel egyenld, ha 0 < z < 2, eggyel egyenl, ha x > 2, és nulla, ha = < 0.) Orizziik
meg azokat a ledobott pontokat, melyek értéke 1-nél kisebb, és hagyjuk el azokat,
melyek értéke, nagyobb mint egy. Mi annak a valdszintisége, hogy a megorzott
pontok értékeinek az Gsszege 5900 és 6075 kozé esik? Adjunk erre a valdszintiségre
jo kozelito becslést a mellékelt normalis eloszlastablazat segitségével.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd &§;, 1 < j < 24 000, valészinliségi valtozdkat:

§; = z, ha a j-ik ledobott pont értéke z, és 0 < =z < 1, és §; = 0, ha a j-

ik ledobott pont értéke az (1,2] intervallumba esik. Ekkor a megérzétt pontok
24 000

Osszege S = ). &j, tovabba a §; valdsziniiségi véltozok fiiggetlenek és egyforma
j=1

eloszlasuak. Ezért a centralis hatareloszastétel segitségével jo becslést tudunk adni

a minket érdeklé P(5900 < S < 6075) valdsziniiségre. Ennek érdekében ki kell

szamolnunk a &; valésziniiségi valtozo varhaté értékét és szérasnégyzetét.
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A & valdészintliségi véaltozd varhato értékének és szérasnégyzetének a kiszamolasa
érdekében vezessiik be az 7; valdszintiségi valtozét, amelyik megegyezik az elsé
ledobott pont értékével, és a kovetkezd h(z) figgvényt a [0, 2] intervallumon: Le-
gyen h(z) =z, ha0 <z g 1, és h(z) =0, ha 1 <x < 2. Ekkor & = h(m1), és m

stiriségfiiggvénye f(z) = 5, ha 0 <z <2, f(x) =0, haz <0, és x > 2. Innen
E& = Eh(&) = [ h(z)dx foac dmz—Efl—Ehm fO:L‘ Lde =1 5> €8
Varéy = BEE — (B&)? = § — 15 = - Ezért ES = 6000, Var S = 2500 Innen

S —ES
P(5900 < S <6075) =P —-2< <15
( ) ( v/ Var S )

~ B(1.5) — B(—2) = B(1.5) + B(2) — 1.

Megjegyzés: Egy méas modon is kiszamithatjuk a & valdszinliségi véaltozd varhato
értékét. Ennek érdekében vegyiik észre, hogy ugyan a &; valdszinliségi valtozénak
nincs stirtiségfiiggvénye, és nem diszkrét eloszlasu, viszont annak F' eloszlasfiiggvé-
nye felirhaté F(x) = Fy(x) + Fy(z) alakban, ahol F}(z)-nek van stirtiségfiiggvénye,
és ez az f(x) = l fiiggvény a [0, 1] intervallumon, és f(x) = 0, ha x < 0 vagy
x > 1, és Fy(x) olyan mértéket hatdroz meg, amely a nulldba van koncentrélva,
és a nulla mértéke % Pontosabban, tetszileges A halmaz valészintisége P(A) =
[y F(dz) = [, Fi(dz) + [, Fa(dz) = [, 2dx+ [, F>(dz), ahol [, Fb(dx) = 1,
ha 0 € A, és [, Fo(dr) =0, ha 0 ¢ A. Ekkor tetszbleges h( ) fiiggvényre Eh(&) =

[ h(z)F(dz) = [ h(x)Fi(dz) + [ h(z)Fa(dx) fo 1h(x)dx + 1h(0). Ezért

1 /[t 1 1 [t 1
E - = d:— E2:— 2d — —
&1 2/Oxx 7 1 2/056 T=c
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Var&; = % 11_6 = 18"
Legyen £ egyenletes eloszlasu valdsziniiségi véltozé a [—1,1] intervallumon, azaz
legyen siirtiségfiiggvénye f(x) = %, ha —1 <z <1, és f(x) =0, ha x > 1 vagy
r < —1. Szdmoljuk ki a £* valészintiségi valtozé varhaté értékét és szérdsnégyzetét.
Megoldds: Var £ = E(£4)? — (E£Y)? = EE8 — (BEY)? f 328 de— ([ 3a* daz) =

2
5= (3) = =5

Midsodik megoldds. Szémoljuk ki £€* F(x) eloszlas és f(x) sliriségfiiggvényét.

F(z)=P(*<z)=P(—a"* <t <2/ =2z"*  ha0<z<1

F(x)zO,ha:cﬁOésF(x)zl,hax>1 Innen f(z) = 22734, ha 0 <z <1,

flz) =0 egyébliént Ezért E€ = [zf(z)de = [y la'/4de = 1.4 - 1 Be? =
Ja?fx)de = [y 27/t de =} - § —§aVar€—E€2—( 2=5-(3) =5

Legyen a £ Valoszm{iségi valtozé stirtiségfiiggvénye f(x) = e~ 1#l, ha |z| > 1, és
f(z) =1 — 1, ha|z| < 1. Mutassuk meg, hogy f(z) valéban siirtiségfiiggvény, és

szamoljuk k1 a & valdszintiségi valtozd varhatod értékét és szorasnégyzetét.
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Megoldds: Annak belatdsahoz, hogy f(x) stirliségfiiggvény azt kell ellendrizni, hogy
egyrészt f(z) > 0 minden —oo < x < oo szdmra, masrészt ffooo fx)dz =1. Az

elsé allitds nyflvanvalé. A mdsodik allitds is igaz, mivel [ fooo flx)de = [ :Olo e’ dxr+
I 11 0 _ 1 11 1 _
JoG-2)dot [Tetdo=+2(5-7)+c =1

Mivel f(x) paros fliggvény, ezért E§ = ffooo rf(x)dr =0, és Varé = B2 —(E€)? =
E&? = [ a?f(z)dx. Ezért

1 o)
1 1
Varg = / z? dx+/ (i_E)xde+/ z?e % dx
1 1
1

1 1
—2/ :cexda:—l—2/ <———>x2dx.
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Mivel parcidlis integralassal kapjuk, hogy

o0 0o o0
2/ e dr = [—2:1:26_”3}1 +/ dxe " dx
1 1

és

ezért Varé = 1 + 12,

Hadzi feladat

Ledobunk a [0,3] intervallumra 24 000 pontot egyenletes eloszlassal, azaz egy
ledobott pont egy valészintiséggel a [0, 3] intervalumba esik, és annak valdszintisége,
hogy a ledobott pont egy [a,b] C [0, 3] intervallumba esik 25%. Ha egy pont a [0,1]
intervallumba esik, akkor felirjuk a ledobott pont helyének pontos értékét egy jegy-
z6konyvbe, ha a pont az (1,2] intervalumba esik, akkor az 1 szamot, ha pedig a
(2, 3] intervallumba esik, akkor a 2 szamot irjuk a jegyz6konyvbe. Adjunk becslést
a mellékelt normalis eloszlastablazat segitségével annak valdszintiiségére, hogy a

jegyzokonyvbe irt 24 000 szam osszege 27 900 és 28 150 kozé esik.




