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DOLGOZAT FELADATOK

(A programozé matematikus gyakorlaton)

Legyen egy urnaban 10 piros és 40 fehér goly6. Huzzunk ki az urnabdl 10 golydt
visszatevés nélkiil. Mi a kihtzottt piros golydk szdménak a varhatd értéke és
szorasnégyzete?

Legyen £ exponencidlis eloszlasi valdszinliségi valtozd \ paraméterrel, azaz legyen
¢ eloszlasfiiggvénye F(z) =1 — e hax >0, F(r) =0, ha x < 0. Szdmoljuk ki
€3 stirtiségfiiggvényét.
Legyen ¢ egyenletes eloszldstu valészintiségi valtozé a [0,1] intervallumban, azaz
legyen stirtiségfiiggvéye f(x) =1, ha0 <z <1, f(x) =0, hax < 0 vagy = > 1.
Szamitsuk ki a &5 valészinliségi valtozé varhaté értékét és szérasnégyzetét.
1
Legyen a £ valdszintliségi valtozd stirliségfliiggvénye f(z) = Dy 1+ 5 sin :1:), ha
7r
0 <z <2m f(r) =0, hax <0 vagy = > 2m. Szdmitsuk ki a £ valésziniiségi
valtozd varhato értékét és szorasnégyzetét.

Ledobunk a [0,3] intervallumra 24 000 pontot egyenletes eloszlassal, azaz egy
ledobott pont egy val6szintiséggel a [0, 3] intervalumba esik, és annak valdszintisége,
hogy a ledobott pont egy [a,b] C [0, 3] intervallumba esik 2=2. Ha egy pont a [0, 1]
intervallumba esik, akkor felirjuk a ledobott pont helyének pontos értékét egy jegy-
z6konyvbe, ha a pont az (1,2] intervalumba esik, akkor az 1 szdmot, ha pedig a
(2, 3] intervallumba esik, akkor a 2 szdmot irjuk a jegyzSkonyvbe. Adjunk becslést
a mellékelt normalis eloszlastablazat segitségével annak valdszintiségére, hogy a

jegyzokonyvbe irt 24 000 szam 6sszege 27 900 és 28 150 kozé esik.

Legyen adva n darab &i,...,&, valészinliségi véltozé egy (€2, A, P) val6sziniiségi
mezon. Mikor mondjuk, hogy ezek a &1, ..., &, valdszintliségi valtozdk fliggetlenek
egymastol?

MEGOLDASOK
Vezessiik be a kovetkezd &;, 1 < j < 10 valdszintiségi valtozokat: &; = 1, ha
10
a j-ik huzés piros &; = 0, ha a j-ik hizds fehér. Ekkor minket az S = ) ¢
j=1
valoszinliségi valtozo varhatd értéke és szérasnégyzete érdekel. Jegyezziik meg,

hogy E{; = E§ = %, Var§; = Var§; = % — (%)2 = 2% minden 1 < 5 < 10 indexre,
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és Cov (&;,8r) = B&ép — B ES, = BEG& — BGES = £+ 45— (3) = —1
10

minden 1 < j,k < 10, j # k indexre. Innen ES = ) E¢ = 2, és Var§ =
j=1

10 9 10 A . o

7j=1 J=1k=75+1

Jelolje G(x) a &3 valészinfiségi valtozé eloszlas és g(x) €3 stirfiségfiiggvényét. Ekkor

G(z) = P(& < z) = P(( < 2/%) = F(2'/3), ahol F(z) =1 — e, ha z > 0,
F(.’B) =0, ha z < 0. Ezért G(:C) = 0, haz <0, G(.’I}) —1_ €_>‘w1/3, Mivel
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g(x) = =5, ezért g(x) =0, ha x <0, g(r) = %)\a:_2/3e_>‘11/3, ha x > 0.

1
Elsé megoldds: E€ = [} a®dx = [I—]O = 1 & Vare® = E(&5)? — (EE)?

11

Eflo—(l) E&0 = fo lodx—[ml—l}o:% honnanVarf5—ﬁ—3—16:%.

Mdsodik megoldds: Szdmoljuk ki el8szor az n = £° valdszintiségi valtozd g(x)
stiriségfiiggvényét. G(x) = P(n < z) = P(¢ < x'/%), G(z) = '/, ha 0 <z<l1,
’ G(x —

és G(x) =0,haz <0, G(z) =1, haz > 1. Innen g(z) = dd; ),g(m) = 127%/5 ha
0<z<1,g(xr)=0,haxz<0vagy z > 1. Ezért E§5 En— fo 4/5dx—

1 _ 2

[Eat7) = b Ve = Vary = Bif - (B0 = o ha e - ()7 =
1 [ixn/ﬂl _ 1 _ 1 _ 325

5 111 0 11 36 39"

Tudjuk, hogy

27 1 1 27 1 27
E¢ = / (1+—s1n:1;) :—/ rdr + — xsinx dx,
2 Jo 47

Var ¢ = BE2 — (E€)?, és

27 27 27
1 1 1 1
E§2:/ - (1+—sinx) = —/ z2dr + — z?sinz dz.
0 0

2T 2 2T A
Tovabbd o= [ wdr = =200 — 7 és L [P a2 dy = %(2’;)3 — 472 Parcialis
1ntegralassal (rsinx = —x dd cos x szereposztassal) kapjuk, hogy
27 2
1 . 1 2
= rsinxdr = e [—xcosx],” + T cosx dx
T 7 T Jo
1 1
=4 <—27T—|— [Sinm]gﬂ) =-3

Hasonléan, kétszeres parcialis integralas adja, hogy

1 27‘(’ 1 o 1 271'
xsinzdr = e [—ac2 cosx}o + — 2x cosx dx

EO s 4

1 . o 1 .
=—7T—|-E[2£L'Sinl‘](2) _ﬂ/ sinxdmz—w—kE[Qazsinx]g = —.

Innen B¢ =7 — 1, B&? = 4n% — 7, Var{ = 4n? W_(W_%P:%Q_i

Vezessiik be a kovetkezd n; és nj, 1 < 7 <90 000, valészintiségi véltozokat. Legyen
¢; a j-ik ledobott pont helyének az értéke. Vezessiik be a kovetkez6 h(x) fiiggvényt:
h(z) =2, ha0 <z <1, h(xr) =1,hal <2z <2 h(x) =2, ha2 <z <3
és legyen &; = h(n;). Ekkor n; egyenletes eloszlasi a [0, 3] intervallumban, és
£ = h(n;) a j-ik felirt pont értéke. Ezért minket a P(104 500 < S < 105 250)
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90 000
valoszintiség értéke érdekel, ahol S = > ¢;. Tovabba E¢; = fOS %h(x) dr =
=1

fo“a;dx+ff;d:c+f3§-2dx =1l 1142 =71 B2 = [P1n(a)de =
3foa: dx+f1 édaz%—fgl ddr = (3 +1+4) =12 és Var; = Ea? — (E¢;)? =

g — % = 12 Ezért ES = -90 000 = 105 000, Var S = %90 000 = (150)2 . %
500 3 S — ES 250 /3
P(104 500 < S <105 250) =P
( S0 ) ( 150 Var S 150 \/7)

() () () ()
3 3 3 3

a centralis hatareloszlastétel alapjan.

Valészintiségi valtozok fiiggetlenségének a definicidja. Legyenek &1, ..., &,
valdszinidségi valtozok egy (2, A, P) valdsziniségi mezén. Azt mondjuk, hogy ezek
a valosziniségi valtozok filiggetlenek, ha minden x4, ..., x, valds szdmra

P& <m1,...,860 <zn) = P(& <z1) - P(€n < zp).

Elfogadtam a kovetkezo valaszt is, mert a valdszintiségszamitas bizonyos eredmé-
nyei szerint ez ekvivalens az eredeti definicidval.

A &, ..., &, valdsziniiségi valtozok akkor figgetlenek, ha a szamegyenes minden
B, ..., B, Borel mérhetd részhalmazdra teljesil a

P(& € By,....&n € By) = P(& € B1) - P(&n € By)

azonossdg.



