1.)

A marcius 9.-i gyakorlat feladatai

Bizonyitsuk be a kovetkezé azonossagot, amelyet teleszkop szabdlynak is szoktak
nevezni: Ha adva vannak Aq,..., Ay események egy valoszinliségi mezén, amelyekre
P(A1n---NAg) >0, akkor

P(AiN---NAg) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 N Ag) - - P(Ag|A1 N -~ N Ag_q)
Megoldas:

P(A1)P(As|A1)P(A3]A1 N Ag) -+ P(AR| A NN Ap_q)
_ Pl )P(Al NAp) P(A1NA3NAs)  P(ANAy--NA1N Ay
VP4 P(A; N Ay) P(A1 NN Ap_q)

= P(A1NAsN -0 Ayp).

Két kiilonbozo fardl leszednek 100 almat, és beteszik két kiilonboz6 (megkiilon-

1
boztethetetlen) 1laddba. Ez egyik fardl szedett almék (egymédstdl fiiggetleniil) 2

1
a masik fardl szedett almék pedig (szintén egymdéstdl fliggetleniil) 10 valoszini-

séggel férgesek. Kivesziink az egyik (véletleniil kivélasztott) ladabdl két almét és
mind a kettd férges. Ezek utan kivesziink a masik ladabol egy almat. Mi annak a
valészintisége, hogy ez az alma mar nem férges?

Megoldas: Ertsiik meg eloszor pontosabban a feladatot. Jelolje B azt az eseményt,
hogy els6é alkalommal a rosszabb fardl leszedett almakat tartalmazoé ladahoz nyu-
lunk. Ekkor egyrészt P(B) = % Masrészt, ha egymads utan, esetleg valtogatva a
ladékat kivesziink egymas utan a ladakbdl almakat, definidljuk a jq, ..., jp htzas-
sorozatot, ahol mindegyik js = *1, j1 = 1, js = 1 azt jelenti, hogy a s-ik hizés
soran az elsének kivalasztott 1ladabodl, j, = —1 pedig azt, hogy a masik ladabdl
vélasztottunk almét, akkor A(ji,. .., j,)-nel jelolve azt az eseményt, hogy minden
kivalasztott alma férges, felirhatjuk, hogy

1 U(J1y--edn) 1 n—u(j1,---,Jn)

_ 1 ’LL(]]_ 7777 jn) 1 n_u(.jl 7777 .771)
PG dn)1B) = (55 ) (3) ,

ahol u(j1,...,7n) jeloli a ji, ..., j, sorozatban szerepl6 +1 jelek szamat. Hasonléan
fel tudjuk irni annak feltételes valdsziniiségét, hogy egy eldirt hlizassorozat esetén,
amelyikben megmondjuk, hogy mikor melyik 1ladabdl huztunk almat a férges és
jo almahtuzasoknak eloirt sorozata jelenik meg, feltéve a B eseményt vagy an-
nak komplementerét, a B eseményt. Jelolje C' azt az eseményt, hogy az elsé két
hizésban férges almat hizunk, D pedig azt, hogy a harmadik hizdsban (a ldda
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P(CND)

P(D) feltételes

megvaltoztatdsa utdn) jé almdt hizunk. Ekkor a P(D|C) =

valészintliséget akarjuk kiszamolni. Viszont,

P(C) = P(C|B)P(B) + P(C|B)P(B) % (G) + (%) ) - %

P(C'ND) = P(CND|B)P(B)+ P(CnD|B)P(B)

IR UCANE IR AN
—21\\4/) 10 10) 4/ 1600

P(CnD) 51
I PDIC) = ——F = —.
nnen P(D|C) PD) £3

. Legyenek Aj, Ao, ..., események egy (€2, A, P) val6szintiségi mez6n. Ldassuk be,

hogy |J [\ Ak jeloli azt az eseményt, hogy az A1, As, ..., események koziil véges
n=1k=n

sok kivétellel mindegyik bekovetkezik.

Megoldas: Az, hogy az A, események majdnem mindegyike bekovetkezik, azt je-

lenti, hogy van olyan n szam, amelyre igaz, hogy minden k£ > n indexre bekovetkezik
o0

az Ay esemény, azaz a B, = [ Ar esemény is bekovetkezik. Az, hogy a B,
k=n
o
esemény bekovetkezik valamely n szdmra azt jelenti, hogy bekovetkezik az |J B, =
oo o0 n=t
U N Ak esemény.
n=1k=n

. Ha egy szabalyos pénzdarabot végtelen sokszor feldobunk egymaés utan, akkor egy
valdszintiséggel lesz legalabb 50 fejdobas.
Egy lehetséges megoldds: Az is igaz egy valdszintliséggel, hogy a

By, = {azon j indexekre, amelyekre 50k < j < 50(k + 1) minden dobés fej}
események koziil végtelen sok fog bekovetkezni. Ugyanis ezek a Bj események
fiiggetlenek, P(By) = 27°0 tehdt Y P(By) = co. Ezért a Borel-Cantelli lemma-

k=1
bol kovetkezik a kivant allitas, sot az is, hogy végtelen sok Bj esemény kovetkezik be

egy valoszintiséggel. Valéjaban a Borel-Cantelli lemmara nincs is sziikség. Annak
N

valdsziniisége, hogy egyik Bj esemény sem kovetkezik be A}im (1-2759" =0,
— 00
tehat egy valdszintiséggel valamelyik Bj esemény bekovetkezik.
1
. Egy 100 tagu tarsasag minden egyes tagja egymastél fiiggetlentil 1000 valoszini-

séggel betegszik meg. Mi annak a valdszinlisége, hogy a tarsasagnak lesz beteg
tagja? A kapott eredményrdl mit mondhatunk? Az nagyon nagy, majdnem 1 vagy
nagyon kicsi majdnem nulla?



Megoldds: Jelolje A; azt az eseményt, hogy a tarsasdg j-ik megbetegszik meg.
1

Ekk P(A) = —

or a P(4;) = 3505

minket érdekld esemény komplementerének, azaz annak az eseménynek a valdszi-

és az A; események fliggetlenek. Szamoljuk ki elészor a

1000
niiségét, hogy mindenki egészséges. Ez az (1) (©2\ A;) esemény. Mivel P(Q2\ 4,) =
j=1
1
1— 1000° és az A; események fliggetlenségébdl kovetkezik az Q \ A; események
1000 1 100
fiiggetlensége is, ezért P | () (2\ 4;) | = (1 — m) . Innen a minket érdekld
j=1
1\ 100
esemény valészintisége 1 — [ 1 — —— .
1000
1\ 100 | 1000 1/10
Végiil jegyezziik meg, hogy (1 — m) = ((1 — m) ) ~ e—1/10

Miért? Ez a szdm nagyon kozel van az egyhez, ezért a minket érdekld valdszintiség
értéke kicsi.

. Tekintsiik a kovetkez6 valoszintiségi mezot. 2 = {1,...,n}, ahol n valamely pozitiv
egész szam, A az () Gsszes részhalmazaibdl all6 o-algebra,

az A halmaz szamossaga
P(A) = - :

Legyen n = pi* - - - p,* az n szam primtényezss felbontésa, és definidljuk a kévetkezd
Aj eseményeket: A; = {m: m oszthat6 a p; szdmmal}, 1 < j < k. Legyen B =
{m: m relativ prim az n szamhoz képest}. Mutassuk meg, hogy

a. Az Aq,..., Ax események fliggetlenek.

k 1 k 1
b. P(B) =] (1 — —), azaz Osszesen n- || (1 — —) n-nél kisebb és az n-hez
j=1 pj j=1 pj
képest relativ prim van.

Megoldas: A; = {pj,2pj, ce Epj} egy ' szambol 4116 halmaz, ezért P(A;) =
by by

1

—,1<j<k Az A;; NA;,N---NA,, halmaz az n-nél kisebb p;, - - -p;, szdmmal
J

oszthaté szamokbdl all minden 1 < j; < jo < --- < js < k sorozatra, ezért

SZAMOSSAaga L, és P(Aj,NA;,N---NA;,) = ———. Ez azt jelenti, hogy
J1 7" Pis Pjy - Pjs
js < k sorozatra, ezért az Ay, Ao, ... Ax halmazok fliggetlenek.
k
Végill B = Q\(A1U---UAg) = [ (Q\A;). Ezért és az A; események fliggetlensége

j=1
k k 1
miatt P(B) = [[ P(Q\ 4;) = [] (1 — —), ahonnan kovetkezik a B halmaz
j=1 j=1 Pj
szamossagara megadott képlet.



Az elozo két feladatban lattuk hogyan lehet egyszeriien kiszdmitani a Ay U --- U
A, alaku események valdsziniiségét, ha az A;, 1 < j < n, események fiiggetlenek.
Ezek a szamolasok természetesen kihasznaltak a tekintett események filiggetlenségét.
A kovetkezében azt targyaljuk meg, hogy amennyiben nincs feltétlentl fiiggetlenség a
tekintett események kozott, de ki tudjuk szdmolni az A;, N---N A, alakid események
valoszinliségét, akkor egy tigynevezett szita formula segitségével ki tudjuk szamitani az
Ay U---U A, események valdszintiségét is. Tovabbd megmutatjuk, hogy ez lehetévé
teszi érdekes feladatok megoldasat. A kovetkez6 feladatot fogjuk targyalni:

7. Egy estélyen megjelenik n hazaspar. Egy tdncmester, aki nem tudja, hogy kik
hazastarsak és kik nem véletlen médon parba rendezi a férfiakat és noket a tanc
elott. Mi a valdsziniisége annak, hogy egyetlen hazaspar sem tancol egyutt? Mi
ennek a valészinliségnek a hatarértéke, ha n — oo?

Megoldds: Definidljuk a kovetkezé A; eseményeket:

A; = a j-ik hazaspar egiitt tancol, 1 <j < n.

Ekkor minket a P(A4;U---UA,) =1— P(A; U---UA,) valésziniiség érdekel.

n—k)!
Vegyiik észre, hogy a P(A;, N---NA,,) = Q
n!
az Osszes lehetséges parbadllitasok szama n!, mig az olyan parbaallitdsok szama,
amelyben a ji-ik, jo-ik, ..., jg-ik hdzaspar egy parba keriil (n — k)!. Tovébba
érvényes a kovetkezd az irodalomban szita-formulanak nevezett eredmény, amely
szerepelt az eléadason is.

azonossag igaz. Ugyanis

Szita formula. Legyenek Aq,..., A, tetszbleges események egy (2, A, P) valdsziniiségi
mezén. Ekkor

P(Alu---UAn):Sl—82+83—---+(—1)”+15n,

ahol
Se= Y,  P(A;n---NA4;).

1<j1 < <gr<n

A szita-formula segitségével kapjuk, hogy n hézaspar esetében

_(n\(n—k)! 1
Sk_(k) nl kU

Innen adédik, hogy a minket érdekl6 valésziniiség n hazaspar esetén

P U UA,)=1-P(A; U---UA,)

n - (_1)k
=1-51+8+--+(-1) Sn:E o
k=0
és ezért
—~ (-DF 1
P(AyU---UA,) = I — —  han— oo.
! e
k=0



1.

Kiegészités

Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabot 100-szor egymés utan. Szamitsuk ki a fej-
dobasok szdaméanak varhaté értékét.

Megoldds: A fejdobasok szama 0 és 100 kozott van. Annak valdszintisége, hogy k

100
fejdobas kovetkezik be, 0 < k < 100, pr = ( I >2_100. Ezért a dobasok szamanak

100 100
vérhat6 értéke FE = ( i >2_100, ahol £ jeloli a fejdobasok szamat megadd
k=0

valészintiségi valtozot. Ezt az 0sszeget kozvetleniil kiszamithatjuk. Valéban, mivel
k: 100 100 99 -
= ezér
k k—1)’
100 99 99
100 99 1 1
B — 9—100 _ 9—99 _ L0014 — 50
=) 03 (Do (3 +1)

Valéjadban a vizsgalt varhaté értéket egyszertibben is kiszamithatjuk. Vezessiik be
a &; valdszinliségi valtozokat, {; = 1, ha a j-ik dobds eredménye fej {; = 0, ha a

100
j-ik dobés eredménye irds, 1 < j < 100. Ekkor a fejdobasok szdma & = ) &;,
j=1
100
E¢ =Y E¢;. Mivel E¢; = 1, 1 < j <100, ezért EE = 1 - 100 = 50,
j=1

Feldobunk egy szabalyos dobdkockat 100-szor egymas utdn. Tekintsiik a dobasok

eredményeinek Osszegét. Szamitsuk ki ennek az Gsszegnek a varhaté értékét.

Megoldds: Definidljuk az ni, ..., 00 fiiggetlen valésziniiségi valtozdkat ugy, hogy n;

és a a j-ik dobas értéke megegyezik. Ekkor P(n; = k) = %, 1<5<100,1<k<6,
100

és minket a & = ) n; valdszinliségi véltozé varhaté értéke érdekel. Ez konnyen
j=1
100 100
kiszamolhatd, mert EE = E Y n; = > En;, En; = %(1 +2+3+4+5+6)=3.5.
j=1 j=1

Innen E¢ = 350.
Hazi feladat:

Feldobunk egy szabalyos dobdkockat 100-szor egymas utan. Tekintsiik a paros
értéki dobasok eredményeinek 0sszegét. Szamitsuk ki ennek az 6sszegnek a varhaté
értékét.

Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabat 100-szor egymas utan. Tekintsiik az egymast

koveto fej-fej dobassorozatok szamat, és szamitsuk ki annak varhaté értékét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd ;, 1 < j < 99, valészinliségi valtozokat: §; = 1,

ha a j-ik és j + 1-ik dobasok mindegyikének eredménye fej, £; = 0 egyébként.
99

Vegyiik észre, hogy minket az S = ) &, valdsziniiségi valtozé véarhatd értéke
j=1
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99 99 99 1 i
érdekel. Ezért ES = E| > & | = Y E¢ = R mivel E¢; = 1 (Erdemes
j=1 j=1
megjegyezni, hogy az ebben a feladatban tekintett {; valészintiségi valtozék nem

fiiggetlenek, de a fliggetlenségre nincs szitkség a varhaté érték additivitasahaz.)



