A marcius 23.-i gyakorlat feladatai

Tekintiink néhany feladatot, amelyek fiiggetlen eseményekkel foglalkoznak. Elétte azon-
ban felelevenitiink néhany fontos fogalmat és eredményt.

Két esemény fiiggetlenségének a definicidja. Azt mondjuk, hogy eqy A és B
esemény figgetlen, ha P(AN B) = P(A)P(B).

TG6bb esemény fiiggetlenségének definiciéja: Az Ay, ..., A, események akkor (tel-
jesen) figgetlenek, ha az {1,...,n} indexhalmaz minden {j1,...,5k} C {1,...,n} rész-
halmazadra

P(Aj, 0N Aj) = P(Aj,) - - P(Aj,).

Események végtelen Ay, Ao, ... sorozata akkor és csak akkor fiiggetlen, ha tetszdleges
pozitiv n egész szamra az A+, ..., A, események fiiggetlenek.
Specidlisan n = 3 esetben ez a definicié a kovetkezot jelenti: Az A, B és C

események akkor fliggetlenek, ha a kovetkezo azonossagok mindegyike teljesiil:

Megjegyzés: Alabb bevezetjiik események paronkénti fiiggetlenségének az irodalomban
szintén hasznélt fogalmét. Fontos, hogy események paronkénti fiiggetlenségének és (tel-
jes) fiiggetlenségének a fogalmat meg tudjuk kiilonboztetni egymastol.

Események paronkénti fiiggetlenségének a definiciéja. Legyen A, As, ..., ese-
mények (véges vagy végtelen) sorozata egy valdsziniségi mezén. Azt mondjuk, hogy

ezek az események pdaronként fiiggetlenek, ha tetszéleges kiilonbiézé szamokbdl dllo (j, k),
J # k, indexekre P(A; N Ay) = P(A;)P(Ag).

Megmutatandd, hogy az események (teljes) fiiggetlenségének definici6jaban szerepld
feltételek mindegyike fontos tekintsiik a kovetkezo feladatot.

1.) Adjunk példat egy (92, A, P) val6szinliségi mezére azon harom A, A és Az ese-
ményre, amelyekre P(A1 N A2 N Ag) = P(Al)P(AQ)P(Ag), de az Al, A2 és A3
események nem filiggetlenek.

Egy lehetséges konstrukcio: Legyen Q = {1,2,3,4,5}, A az Q halmaz Osszes
részhalmazaibdl 4ll6 o-algebra, P({1}) = =, P({2}) = P({3}) = P({4}) = v,
P({5}) = 1 — z — 3y, alkalmas = és y szdmokkal, P(A) = >  P({u}) minden
ucA
A € A halmazra. Definidljuk az A; = {1,2}, Ay = {1,3} és A3 = {1,4} hal-
mazokat. Ekkor A; N As N A3 = {1}, ezért P(A; N As N As) = x. Masrészt
P(Ay) = P(As) = P(A3) = = +y. Vélasszuk meg az z és y szamokat ugy, hogy
8
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1
r = (v +y)3. Egy lehetdség erre, z +y = 3’ és ekkor z = (z +y)°® = 57 U= 5



2
tovébbd P({5}) = o= Ebben a példdban P(41 N Ay N A3) = P(41)P(A42) P(A3).

Viszont Al N A2 = {1} = Al N AQ N A3, fgy nyﬂvén P(Al N Ag) 7£ P(Al)P(AQ)
Tehat a fiiggetlenség nem teljesiil.

2.) Definidlunk egy (2, A, P) valdszintiségi mezét, azon harom A;, As, As-mal jelolt
eseményt, amelyek paronként fiiggetlenek, azaz P(A1NAs) = P(A1)P(As), P(A1N
Ag) = P(Al)P(Ag) és P(AQ N Ag) = P(AQ)P(Ag), de nem teljesiﬂ a P(Al N AQ N
Asz) = P(A1)P(A3)P(As) azonossag, tehdt ezek az események nem fiiggetlenek.
Megoldds: Alljon az (Q, A, P) valészinfiségi mez8ben Q 4 pontbdl, a jobb szemlél-
het6ség kedvéért legyenek ezek az (1,1), (1,2), (2,1), (2,2) pontok, élljon 4 az Q2
halmaz Osszes részhalmazabdl, és legyen P({(1,1)}) = P({(1,2)}) = P{(2,1)}) =

P({(2,2)}) = i. Tekintsiik az A; = {(1,1),(1,2)} As = {(1,1),(2,1)} és Az =

{(1,1),(2,2)} halmazokat. Ekkor teljesiilnek a P(A;NAs) = P(A1)P(A2), P(A1N
Asz) = P(A1)P(A3) és P(Ay N As) = P(Ay)P(As) azonossiagok, mert P(A;) =

1
P(AQ) = P(A3) = 5, és mivel AlﬂAQ = AlﬂAQ = AQﬂAg == {(1, 1)}, P(AlﬂAg) =

1
P(Al N Ag) = P(AQ N Ag) = 1 MéSI‘éSZt, P(Al N A2 N Ag) 7£ P(Al)P<A2)P(A3),

mert P(A; N As N Ag) = P({(1,1)}) = i és P(Ay)P(As)P(As) = ~.

8
Lemma. Ha Ay, ..., A, figgetlen események, és bevezetjik az A} =Aj és Aj_1 =Q\A4;
jeloléseket, akkor tetszdleges €; = £1, 1 < j < n, sorozatra az AT, ..., A5 események

fiiggetlenek.

Lemma. Legyenek Aq,..., A, B1,...,B,, események filiggetlenek eqymdstol. Tetszdle-
ges olyan C eseményre, amelyik elddllithato az Ay, ..., Ay halmazokbol véges sok met-
szet, unio és komplementerképzés segitségével igaz, hogy a B1,...,B,, és C halmazok
fiiggetlenek.

valdszini-

3.) Egy 100 tagi tarsasidg minden egyes tagja egymdstdl fiiggetleniil 1000

séggel betegszik meg. Mi annak a valdszinlisége, hogy a tarsasagnak lesz beteg
tagja? A kapott eredményrél mit mondhatunk? Az nagyon nagy, (majdnem 1)
vagy nagyon kicsi (majdnem nulla) érték?

Megoldds: Jelolje A; azt az eseményt, hogy a tarsasdg j-ik megbetegszik meg.

Ekkor a P(A]) = m,

minket érdekl6é esemény komplementerének, azaz annak az eseménynek a valdszi-
1000

niiségét, hogy mindenki egészséges. Ez az () (©2\ A;) esemény. Mivel P(Q2\ 4;) =
j=1

és az A; események fliggetlenek. Szamoljuk ki elészor a

1 és az A; események fiiggetlenségébdl kovetkezik az Q2 \ A; események

1000’

1000 1 O\ 100
fiiggetlensége is, ezért P | () (2\ 4;) | = (1 — m) . Innen a minket érdekl$
j=1
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1\ 100
esemény valdsziniisége 1 — (1 — —) .

1000
100 1000\ 1/10
Végiil jegyezziik meg, hogy (1 — 1 = 1- 1 ~ e 1/10
’ 1000 1000 ’

Miért? Ez a szam nagyon kozel van az egyhez, ezért a minket érdeklo valdszintliség
értéke Kkicsi.

Tekintsiik a kovetkezé valdszintiségi mezét. 2 = {1,...,n}, ahol n valamely pozitiv
egész szam, A az () Gsszes részhalmazaibdl all6 o-algebra,

P(A) = az A halmaz szzimosséga.

n

Legyen n = pi' - - - p;* az n szam primtényezos felbontdsa, és definidljuk a kévetkezd
Aj eseményeket: A; = {m: m oszthat6 a p; szdmmal}, 1 < j < k. Legyen B =
{m: m relativ prim az n szamhoz képest}. Mutassuk meg, hogy

a. Az Aq,..., Ax események fliggetlenek.

k 1 k 1
b. P(B) =] (1 — —), azaz Osszesen n- || (1 — —) n-nél kisebb és az n-hez
j=1 bj j=1 pj
képest relativ prim van.

Megoldds: A; = {pj,2pj, cee Epj} egy ' sz&mbél 4ll6 halmaz, ezért P(A;) =
pPj pj

1

—,1<j<k Az A;; NA;,N---NA,, halmaz az n-nél kisebb p;, - --p;, szdmmal

j
oszthaté szamokbdl all minden 1 < j; < jo < --- < js < k sorozatra, ezért

SZAMOSSaga L, és P(A;,NA;,N---NA;,) = ———. Ez azt jelenti, hogy
Djy -+ Pjs Pjy - Py
P(AJ1 ﬂAj2 Mn--- ﬂAJS) = P(Ajl)P(AJ2)P(AJS) minden 1 < jl < j2 < - <K
js < k sorozatra, ezért az Ay, Ao, ... A halmazok fliggetlenek.
k
Végil B = Q\(A1U---UAg) = [ (Q\A,). Ezért és az A; események fliggetlensége
j=1

k k 1
miatt P(B) = [[ P(Q\ 4;) = [] (1 — —), ahonnan kovetkezik a B halmaz
j=1 j=1 Dj
szamossagara megadott képlet.

Véletleniil meghivunk 30 embert. Tegytiik fel, hogy az egyes embereknek egymastol

fliggetleniil van sziiletésnapjuk, és minden ember esetében —— annak a valdszinii-

sége, hogy az év valamely napjan sziiletett. Mi annak a valdszinlisége, hogy van
két ember a tarsasagban, akiknek ugyanaznap van a sziiletésnapjuk?

Altalénosabban, van n urna, amelyekbe bedobunk egymastél fliggetleniil k£ golyot
ugy, hogy mindegyik golyd egyforma valdszinliséggel esik az egyes urndkba. Mi an-
nak a valdszintisége, hogy van olyan urna amelybe legalabb két golyo esik? Erdekel
minket tovabba ennek a valésziniiségnek a viselkedése, ha mind az n mind a k£ szam
nagy, és a k = k(n) szdémnak megfelelé a nagysdgrendje. Lassuk be, hogy a fenti
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valoszinliségnek van hatarértéke, ha n — oo, T — « valamilyen 0 < a < o©
n

szammal, és hatarozzuk meg ezt a hatarértéket.

Megoldas: Jelolje §; azt a valdsziniiségi valtozot, hogy a j-ik embernek az év

hanyadik napjan van a sziiletésnapja. Ekkor a §;, 1 < j < 30, valdszinliségi
1

valtozok fiiggetlenek, P (& =1) = —, 1 < j < 30, 1 <1 < 365, és P(§; #

365’
£ haj # j') annak a valészintisége, hogy mindenkinek kiilonboz6 nap van a

sziiletésnapja. Ez a valészinliség viszont

365-364---(365—30+1)_ﬁ L
365~ B 365 )

mert annak valésziniilége, hogy az els6 ember sziiletésnapja az [1-ik, a méasodiké az

lo-ik és igy tovabb a k-ik ember sziiletésnapja az [i-ik napon van 3655 tetszoleges
k—1

1 <1 <365, 1 < j < 30 szdmok esetén, és ezeket a szdmokat [] (365 — j)
j=0

moédon valaszthatjuk dgy, hogy mindegyik [; szdm kiilonboz6 legyen. fgy annak a
valészintisége, hogy van két ember akinek ugyanazon a napon van a sziiletésnapja

29 j
111 <1 - _>.
j=1 365
Hasonléan, annak valdszintisége, hogy ha k golyét dobunk n urnaba az adott
k—1 ;
moédon, akkor van olyan urna, amelyikbe legaldbb két golyé esik 1 — ] (1 — l).
i=1 n

k—1 ; k—1 ;
Adjunk jo6 kozelitést a log [] (1 — l) = > log (1 — l) kifejezésre, ha n — oo,
i=1 n i=1 n

2 . ,
ﬂ — «. Heurisztikus érvelés szerint mivel log [ 1 — N R log(1 + x)
vn n n
k=1 ' k=14 k—1)k
fiiggvény Taylor sorfejtése szerint, ezért > log (1 — l) ~=> I _ —u,
j=1 n j=1 n 2n

k(n)—1 2 k
ahonnan log ] (1 — l) — —a—, ha n — oo, és (n) — «. Ez a szamolés
j=1 n 2 \/ﬁ

precizzé tehetd, ha felhasznaljuk példaul azt az egyenlGtlenséget, amely szerint

. . 2 .2 t. .
log(l—l)-l—l <2 Lo , hanelégnagyésiga—l—l,
n n

nl— n? " n Vn
ami szintén kovetkezik a log(1+ x) Taylor sorfejtésébdl. Miért? Innen kapjuk, hogy

k(n)—1 : k
1— ] (1—l>—>1—e‘a2/2,han—>oo,ésﬂ—>a
j=1 n \/ﬁ




Hazi feladat:

Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk szazszor. Szamoljuk ki a hdrom egymaést
koveto fej-dobasbdl allo részsorozatok varhato értékét és szérasnégyzetét.

Hazi feladat:

Adott két urna, mind a kettében 10 piros és 20 fehér goly6. Kihuzunk 10 alka-
lommal mind a két urnabdl egy-egy golyot, az els6bdl visszatevéssel, a masodikbol
visszatevés nélkil. Szamitsuk ki azon huzasparok szamanak a varhato értékét és
szorasnégyzetét, amelyekben azonos szinti golyét hiztunk.



