A marcius 16.-i gyakorlat feladatai

Elészor felidézek néhany fontos eredményt (diszkrét eloszlasi) valdszintiségi véltozok
illetve ilyen valdszinliségi valtozok osszegének a varhatd értékérol és szorasnégyzetérol.

Valészintiségi valtozé fogalma: Legyen adva egy (2, A, P) valdszintiségi mezd. Egy
ezen a téren értelmezett valds értékii (mérhetd) &(w) fiiggvényt valdszinidségi valtozonak
fogunk nevezni. Azaz & az Q — R leképezés. Az a megkités, hogy a fiigguény legyen
mérhetd azt jelenti, hogy minden x valds szamra az {w: {(w) < x} € A feltétel teljesiil.

Idonként hasznos nemcsak valds értéki valdosziniiségi valtozordl beszélni, hanem
kissé daltalanosabban olyan valdsziniségr vdltozokat definidlni, amelyek értékeiket eqy dl-
taldnos téren veszik fel. (Példdul bizonyos esetekben érdemes olyan valdsziniiségi valtozo-
kat tekinteni, amelyek értéke komplex szam, vagy nem egyetlen szdm, hanem egqy szam-n-
es. Az ilyen valdszindiségi valtozdkat vektor értékinek szoktdk hivni.) Annak érdekében,
hogy ezt megtehessiik tekintsink valamilyen X halmazt, és e halmaz kituntetett rész-
halmazainak X osztdlydt, amelyek o-algebrdat alkotnak. Egy az (2, A, P) valdsziniiségi
mezdn definialt X térbeli értékeket felvevd (mérhetd) figguényt X -tér értéki valdszi-
niségi valtozonak nevezink. Az, hogy ez a fuggvény mérhets azt jelenti, hogy minden
Y € X halmazra az {w: {(w) € Y} € A feltétel teljesiil.

Diszkrét eloszlau valdszintliségi valtozok és azok eloszlasa. Eqy & valosziniségi
vdltozot eqy (2, A, P) valdsziniiségi mezdn diszkrétnek vagy diszkrét eloszldsinak hivunk,
ha megadhato egy véges vagy megszamldlhatoan végtelen szamossdgu x1,x2, -+, halmaz
ugy, hogy az {w,&{(w) = xn}, n = 1,2,..., halmazok teljes eseményrendszert alkotnak.
Eqy diszkrét eloszldsu valdszintségr vdltozo eloszldsat meghatdrozzdk azok az x1, s, ...,
értékek amelyeket az felvesz és a p, = P(§ = x,,) valdsziniségek. (Jegyezzik meg, hogy

anp(ﬁzwn) =1)

Legyenek &1, . .., & diszkrét eloszldsi valdszintiségi vdltozok ugyanazon az (2, A, P)
valosziniségi mezon, amelyek valamilyen x1,xo, ... értékeket vesznek fel. Ezek egyiittes
eloszldsdt meghatdrozzdk a P(§1 = xj,, 6 = xj,, ..., ¢ =}, ), js = 1,2,..., 1 < s <k,
valosziniségek.

Diszkrét eloszlasu valdsziniliségi valtozok fiiggetlensége. Legyenek &1,...,&
diszkrét eloszlast valdszindségi valtozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniiségi mezdn,
amelyek valamilyen x1,xo,... értékeket vesznek fel. Azt mondjuk, hogy ezek az &1, &3,

., &k valosziniségi vdltozok figgetlenek, ha
P& =), =15,...,8 =;,) =P (& =2;,) P (& =zj,) - P (& = zj,)
minden js = 1,2,..., 1 < s < k, indexre.

Diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozo varhaté értéke. Legyen & diszkrét el-

oszldstu valdsziniiségi valtozd, amely x1,xa, ... értékeket vesz fel p, = P(§ = xy) vald-
oo

szintséggel, k = 1,2,..., > P(§ = xk) = 1. A £ valdszindségi vdltozd varhatd értéke
k=1

az

E¢ =Y apP(E =)
k=1
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0sszeq, feltéve hogy ez az 0sszeq abszolut konvergens. Ha ez az 0sszeqg nem abszolut
konvergens, akkor nem definidljuk az E£ vdrhato értéket.

Tétel. Legyenek &1, & (diszkrét eloszldsi) valdszinidségi valtozok, amelyeknek létezik
vdrhato értékuk. Ekkor a & + &2 0sszegnek is létezik vdrhato értéke, és

E(& + &) = E& + ES.

Kovetkezmény. Legyenek adva £1,8,...,&k (diszkrét eloszldsi) valdszindiségi vdlto-
20k, amelyeknek létezik vdarhato értékuk, és legyenek cq,...,ci valos szamok. FEkkor a
c1&1 + cobo + - - - + k€ valdsziniiségi valtozonak is létezik vdrhato értéke, és

E(ci& + b+ -+ cuén) = aE& 4+ coEé + -+ - + e B,

Tétel. Legyen & diszkrét eloszlasu valdszintségi vdltozo, amely bizonyos x1,xs, ...
értéket vesz fel és g(x) valds figguény. Ekkor

EMQ:§:M%ﬁ%:xﬂ

(0. @]
feltéve, hogy a > g(x;)P(§ = x;) dsszeg abszolut konvergens.
j=1
Tétel. Legyenek &1,&s, ..., &, fuggetlen, diszkrét eloszlasu valdsziniségr valtozok, ame-

lyek mindegyikére létezik az EE;, 1 < j < n vdrhato érték. Ekkor az E§1&o - - - &, vdrhato
érték is létezik, és
E& & &n = EGES -+ ESy.

A szérasnégyzet definiciéja: Legyen & olyan valdsziniségi vdltozd, amelyre EE? <
0o. Ekkor a & valdsziniiségi vdltozo szordsnégyzetét a

Varé = E (¢ — E¢)?

képlet definidlja. Ha EE? = oo akkor a Var szdrdsnégyzetet nem definidljuk vagy azt
mondjuk, hogy Var £ = oo.

Lemma.
Var £ = B¢ — (E¢)%

Lemma. Minden a és b valds szamra
Var (a¢ + b) = a*Var €.
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Tétel. Ha &1,¢&,, ..., &, figgetlen valdsziniiségi viltozok, akkor

Var (& +& + -+ §,) = Var§y + Varéy + - - - + Varg,.

A kovarianciafiiggvény definicidja. Legyen & és n két valosziniiségi valtozo, amelyek
mindegyikének létezik szdérdsnégyzete, azaz EE? < oo és En? < oo. FEkkor a & és
kovariancifigguényét Cov (§,n)-t a

Cov (&,n) = E[(§ — E)(n — En)]

kifejezés definidlja. Ha a EE? < oo és En? < oo feltételek valamelyike nem teljesil,
akkor nem definialjuk a Cov (§,1) kovariancifiiggvényt.

Lemma.

Cov (§,m) = E&n — ESEN.

Tétel. Ha &4, ...,&, valosziniségi valtozok ugyanazon a valdsziniségi mezén, amelyek
mindegyikének létezik szorasnégyzete, akkor

Var ij = ZVarfj +2 Z (E&;&k — E&EE)
j=1

j=1 1<j<k<n

= Z\/arfj + 2 Z (COV (fj,sz)
j=1

1<j<k<n

= Varg+ Y (Cov(&, &)
j=1

1<j,k<n, j#k

Bizonyitas.

I
.MS

J=1k=1 Jj=1k=1
=Y (B — (Bg)?) +2 (B&i&k — BEEEy).
Jj=1 1<j<k<n

és BES — (E¢;)* = Vargy, BE;éy — EEEE, = Cov (&, k).
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1. Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk 100-szor egymas utdn. Szamoljuk ki a fej-
dobasok szamanak a varhaté értékét és szérasnégyzetét. Szamitsuk ki ezt egyrészt
direkt médon felirva és kiszamolva a varhato értéket és szérasnégyzetet kifejezo
Osszeget masrészt egyszeriibben a fliggetlen valdszintliségi valtozok szérasnégyzetét
kifejez6 képlet segitségével.

Megoldas: A fejdobasok szama 0 és 100 kozott van. Annak valdsziniisége, hogy

100
k fejdobas kovetkezik be, 0 < k < 100, pr = < i )2_100. Ezért a dobasok
100~ /100
szaménak varhato értéke EE = > kf( i )2_100, ahol ¢ jeloli a fejdobasok szamat
k=0

100 100
megadd valészintiségi valtozét. Tovabbd EE2 = Z k? ( i

pedig Varé = E¢2 — (E 5)2 Ezeket az osszegeket kézvetleniﬂ kiszalmithatjuk.

100 99 1007100 99
16ban, k 1 k ~100 _ k(77 )279 =
s k() = 00(, 2, ) e = Z () = ()
100°

) 27100 5 szérdsnégyzet

1 1 1
50 (5 + 5) = 50. Tovébba, k2 = [k(k — 1) + k;]( 20) = 100 - 99 -

98 100 98 99
1 . E 2 _ =92~ 100 -1 2— 100 -1 —
() +100 (g ) ¢ o0-50: 3 () 2. 2 ()

27100(100-99 - (1 +1)?® + 100 - (1 + 1)??) = 25-99+50, Var £ = E&*— (EE?) = 25.
Valéjaban a vizsgalt varhato értéket és szérasnégyzetet egyszeriibben is kiszamit-
hatjuk. Vezessiik be a {; valoszinliségi valtozdkat, {; = 1, ha a j-ik dobas eredménye

fej & = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds, 1 < j < 100. Ekkor a fejdobédsok szama
100 100 100

§= Z &, BE = 2 EE;, Varé = Z Var§;. Mivel E¢; = % Ej = % Var§; = i?
1< j § 100, ezert ES = 2 - 100 = 50, Var = 4 - 100 = 25.
2. Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk 100-szor egymés utan. Szamoljuk ki a dobéas-

eredmények Osszegének varhatod értékét és szérasnégyzetét.
Megoldds: Legyenek n1,. .., m00 fiiggetlen valészintiségi véltozok, amelyekre P(n; =
1
k) = 5’ 1 <7 <100, 1 < k < 6. Ekkor a kiszamitandé varhato érték és
100 100 100 100
szérasnégyzet E Y n; = > En;, Var ) n; = > Varn;. (A mésodik relacié
j=1 j=1 j=1 j=1

1
felhasznalja a tekintett valészintiségi valtozok fliggetlenségét.) En; = 6 (1+2+3+

1 91 5
4+5+6) = 3.5, En? = 6(1+4+9+16+25+36): g,VaranE,ESZ%O
3500
Var{ = ——.
aré 5
Hazi feladat:

Egy szabélyos dobdkockat feldobunk 100-szor egymas utdn. Tekintsiik a paros
értékli dobéasok dobaseredményeinek 6sszegét és szamitsuk ki annak szorasnégyze-
tét.



3. Legyen egy urnaban 20 piros és 30 fehér golyé. Huzzunk ki 20 golyot vissza-
tevés nélkiil. Szamoljuk ki a kihtzott piros golydk szamanak varhato értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd &;, 1 < j < 20, valdszinliségi valtozdkat:
¢j(w) =1, ha a j-ik hizéds eredménye piros, £;(w) = 0, ha a j-ik hizas eredménye
20

fehér. Ekkor a £ = ) &; Osszeg varhatd értékét és szérasnégyzetét kell kiszamol-

i=1
s 2 2 4 6

nunk. Tovédbba E§; = E§ = £ Var{; = Var§; = £ 95 = 95 E¢;&,—E§EE, =
2 19 4 6

E& & — EEEE = AT ha j # k. Inn;n a 20 dobéasban kihuzott

piros golydk szamanak varhato értéke 20E¢; = 20 - — = 8, és szérasnégyzete

6 6 144
2 20-19 - —90 — — =
OVaré&; 4+ 20-19 - Cov (51,62) 0 95 380 1945 19

Hazi feladat:

Legyen egy urndban 10 piros és 20 fehér golyé. Huzzunk ki 20 golyo6t, és minden
htzas utan a kihtzott golyét visszadobjuk egy masik azonos szinii golyoval egytitt.
Szamoltuk a kihtzott piros golydk szamanak varhaté értékét és szordsnégyzetét.
Megjegyzés: Hasznaljuk az el6z6 gyakorlat eredményét arrdl, hogy mi a valdszi-
niisége annak, hogy egy adott hizasban piros golyét huzunk vagy két kiillonb6zo
huzas mindegyikében piros golyét huzunk.

4. Egy szabdlyos dobokockat feldobunk tizszer. Szamoljuk ki a dobéasosszeg harmadik
hatvanyanak a varhaté értékét.
Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 val6szintliségi valtozokat: &;(w) = k, ha a j-ik

3
10
dobés eredménye k, 1 < j < 10, 1 < k < 6. Ekkor az F (Z Q(w)) varhatoé
=1

3
10
értéket kell kiszamitanunk. Ennek érdekében tekintsiik a (Z &j(w) | Kkifejezést
i=1

és értsiilk meg milyen tagokat kapunk, ha elvégezziik a beszorzasokat. Egyrészt
megjelenik 10 55-’ alaku kifejezés, és Ef;’ = F¢} minden ilyen tagra. Ezenkiviil
megjelenik 3 - 10 -9 5?&, j # k, alaku kifejezés, mert a lehetséges (j, k) parokat
10 - 9 médon vélaszthatjuk ki, és a k (csak egyszer szerepld tényez6) harom helyen
szerepelhet. Tovabba minden ilyen tagra nggk = Egszgk = E¢IEE,. Tovabba 10-
9-8 modon jelenhet meg £;£1.§; alakt tag, ahol a j, k és [ indexek mind kiilonbozdek,
és ezekre &€& = (E&)g. Masfajta tag nem jelenik meg a szorzatban. Innen

3
10
(z 3 (w)) = 10EE + 270E& (E&)? 4 720 (E&)® = 4410 + 14332.5 + 3087 =
j=1

91
218295.5, mert B¢ = 3.5, BE£2 = 0 és BES = 441.

5. Egy urndban 10 piros és 20 fehér goly6é van. Kihizunk visszatevés nélkiil 10
goly6t. A paros sorszamu huzasok esetén fehér goly6 hizds esetén nyeriink 3 forin-
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tot, piros golyé huzas esetén pedig nem nyeriink és nem veszitiink semmit. A
paratlan sorszamu huzasok esetén piros hiizas esetén 2 forintot nyeriink, fehér golyo
hizés esetén nem nyeriink és nem veszitiink semmit. Szamoljuk ki a nyereményiink
varhato értékét és szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezo6 £;, 1 < j < 10, valdszinliségi valtozdkat: Paros
J szadmokra §; = 3, ha a j-ik hiuzds eredménye piros, {; = 0, ha a j-ik hizés
eredménye fehér goly6. Pératlan j szdmokra ; = 2, ha a j-ik huzds eredménye

piros, {; = 0, ha a j-ik huzas eredménye fehér golyé. Ekkor az S = ) &; Osszeg
j=1

varhato értékét és szorasnégyzetét kell kiszamolnunk. Ennek érdekében szamoljuk

ki az E¢; varhato értékeket, Var §; szérasnégyzeteket és Cov (;, k) kovariancidkat.

Annak valdsziniisége, hogy a j-ik huzas eredménye piros %, annak valdszintlisége,

hogy j-ik htzéas eredménye fehér % Ezért E§; = 2, ha j paros, F§; = %, ha j
paratlan, és ES =5 (2 + %) = 13%.

A szérasnégyzet kiszamitasa érdekében vegyiik észre, hogy E§J2 =6, Varg; = 2,

ha j paros, és E§]2- = %, Varg; = %. Tovabba annak valészinlisége, hogy két j
és k indexre j # k, a j-ik és k-ik huzas mindegyike fehér % = %, annak, hogy
mindkét huzas piros % = 239, annak, hogy az egyik huzas fehér a mésik piros
% = %. Ezért Eﬁjﬁk = ?2 g;g = 12194, Cov(ﬁj,gk) =14 _ 4 29, ha j és
k paros, E{;&, = 4 - 239 = 35, Cov (gj,gk) 3—9 — 5 = —a5g3, ha jésk paratlan
E&i&, =6- % = 38, Cov (§J,§k) =5 — % = o5 ha j és k koziil az egyik péros,

masik paratlan. Olyan (j, k) pér, 1 g Jyk <10, 7 # k, melyre j és k m1ndegy1ke
paros vagy mindegyike pératlan, dsszesen 20 van, és olyan (j, k) par, melyekre az
egyik paros, a masik paratlan 2 -5 -5 = 50 van, ezért

> Cov(g&) =20 <_3_1)+50,g:§

T 87 263

Innen

10
Var S = ZVarSj + Z Cov (&5, k)

j=1 1<5,k<10, j#k

_ 2+§+80 130+§_3850
N 9 263 9 263 263 °

. Feldobunk egy szabalyos pénzdarabat 100-szor egymas utan. Tekintsiik az egymast

koveto fej-fej dobdssorozatok szamat, és szamitsuk ki ennek varhato értékét és

szorasnégyzetét.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkez6 £, 1 < j <99, valdszintiségi véltozdkat: §; =1,

ha a j-ik és j + 1-ik dobdsok mindegyikének eredménye fej, £; = 0 egyébként.
99

Vegyiik észre, hogy minket az S = ) §; valdszinliségi valtozé véarhatéd értéke
j=1
. , & 92 . I : .
érdekel. Ezért ES = E (| Y E¢; | = R mivel F¢; = 1 (Erdemes megjegyezni,
j=1



hogy az ebben a feladatban tekintett {; valészinliségi valtozék nem fiiggetlenek, de
a fliggetlenségre nincs sziikség a varhaté érték additivitdsdhaz.)

A szérasnégyzet kiszamitasaban viszont figyelembe kell venniink azt, hogy nem
csupa fliggetlen valdszintiségi valtozo 6sszegét vizsgaljuk. Haszndljuk a szordsnégy-
zet kiszamolasanal a kovetkezd formulat.

99 99
Var S = Var Zgj :ZVar£j+2 Z Cov (&5,&k).
j=1

j=1 1<j<k<99

Tovabba Cov (§;,&,) = 0, ha k > j+2, mert ebben az esetben ; és §, fiiggetlenek,
és B i1 = % — % = 1—16 minden 1 < j < 98 szdmra. Ugyanis FE;{j11 = %,
mivel §;§;41 = 1, ha a j-ik, j + 1-ik és j + 2-ik dobdsok mindegyike fej, aminek
valészintisége %, és ;€41 = 0 egyébként. Tovabba E&;EE;j1 = Ezenkiviil

_1_ T _3 _09.3 4 9.98 _ 493
Varfj—4 16—16.InnenVarS—99 16+2 5 = 6
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