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Az majus 4.-i gyakorlat feladatai

Legyenek & és & fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valdoszinliségi valtozok, azaz
legyen stirtiségfiiggvényiik f(z) = Ae™™® ha = > 0, és f(x) = 0, ha = > 0.
Szamitsuk ki & + & stlirliségfiiggvényét.
Altaldnosabban, legyenek &1, ...&,, fiiggetlen exponencidlis eloszlasi valdszinliségi
valtozok A > 0 paraméterrel. Szamitsuk ki & + - - - + &, slirliségfiiggvényét.
Megoldds: Ki kell szdmolnunk az f x f(z) illetve f - -- % f(z) konvolucidkat a fenti
—_—

m—szer
f(x) strtiségfiiggvénnyel. Mivel f(x) = 0, ha < 0, a konvoluciét meghatérozé
integralban szereplé f(y)f(x — y) integrandus nulla, ha y < 0 vagy x —y < 0.
Innen a konvoluciot definidlé integral csak x > 0 esetén lehet nulla, az z < 0
esetben f(y)f(x —y) > 0 minden y-ra nulla, és x > 0 esetén az f(y)f(z —y) >0
integrandus csak 0 < y < x esetén nem nulla. Innen a &; + & valdszinliségi valtozo
stirtiségfiiggvénye fo(x) = f x f(z) x < O-ra fo(z) =0, és

fola) = f » f(z) = / F) f (@ — ) dy = / Ae NN gy

0

= / A2 dy = )\2xe_/\m, ha z > 0.
0

Hasonléan, ha f,,(z) = f*---x f(z) jeloli & + --- &, slrlségfiiggvényét, akkor

—_—

fm(z) = 0 minden m > 1 szdmra, ha = < 0. Azt allitjuk, hogy fn.(z) =
)\mxm—l .
(m—1)!

azt, hogy fm—1* f(z) = fin(x) a fent definidlt f,, fliggvényekkel. Viszont

, ha x > 0. Ezen 4llitas bizonyitasdhoz elég belatni teljes indukcidval

> T m—2
fm—1% f(x) = /_ fn—1() f(z —y)dy = /0 )\m_lh)\e—/\ye—/\(m—y) dy

x m—2 m ,,.m—1
= Xme_m/ v dy = e‘”L ha z > 0.

o (m—2)! !
Miésrészt fr,(x) =0, ha z < 0.
Legyen & és n két fiiggetlen val6szintiségi valtozd, mind a kett6 f(z) = %e‘ , —00 <
x < oo, stiriiségfiiggvénnyel. Lassuk be elészor, hogy f(z) valéban stiriiségfiiggvény.
Szamitsuk ki a £ 4+ n valdszintliségi véltozé g(x) stirtiségfiiggvényét.
Megoldds: Az f(z) figgvény minden pontban nem negativ. Annak ellenérzéséhez,
hogy f(x) stirliségfiiggvény azt kell megmutatnunk, hogy ffooo f(x)dx = 1. Viszont

hogy [7_ f(z)dx = %ffoo e*dr+ 5 [T e dr =3 [e*]” _ + s[—e"]y =1

A €+ n valészintiségi valtozo g(x) stirliségfiiggvényét a g(z) = ffooo fly)f(x—y)dy
formula segitségével szamithatjuk ki. Szamitsuk ki ezt az integralt. Tekintsiik
el6szor azt az esetet, amikor x > 0. Az integralt szamitsuk ki ugy, hogy nézziik

mind a négy (elvileg) lehetséges esetet, amikor a) y > 0ész—y > 0, b) y > 0 és

T

oo
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r—y<0,c)y<0,z—y >0,d)y <0, z—y < 0. Szamitsuk ki mind a négy esetben
azt, hogy milyen tartomanyban veszi fel értékét az y valtozo, és mi az integrandus
illetve az integral értéke ebben a tartomanyban. Az a) esetben 0 < y < =z, az

integrandus f(y)f(x —y) = %e‘ye_(x_y) = %, az integral pedig % az a)
tartomdnyban. A b) esetben y > z és f(y)f(z —y) = e_yiw_y = ez; ° az integral
pedig %fmoo e*~dy = e;z, a c) esetben y < 0 és f(y)f(x —y) = %eye*(:”*y) =
ezzﬂ , az integral pedig i ffoo eV dy = e;ﬂ , a d) eset nem lehetséges, mert ekkor
egyrészt az y < 0 masrészt az y > x > 0 feltételeknek kellene teljesiilnitik. Innen
azt kapjuk, hogy g(z) = W, ha = > 0. Mivel f szimmetrikus fiiggvény, ezért

~la|
mint nem nehéz megmutatni, f(x) is az. Tehat g(—x) = g(x), és g(x) = %.

Legyenek & és n fiiggetlen valdszintiségi valtozdk f(x) és g(x) slirtiségfiiggvénnyel.
Mutassuk meg, hogy & —n stirtiségfiiggvénye a h(z) = [ fooo f(z+y)g(y) dy fiiggvény.
Ertsiik meg e formula szemléletes tartalmat is.

Megoldds Legyen 77 = —n. Ekkor 7 siirtiségfliggvénye g(—x), £ és 7 fliggetlenek és
&€ —n =&+ 7. Innen £ — n slirtiségfiiggvénye h(z) = ffooo flx —y)g(—y) dy, és
elvégezve az y = —y helyettesitést az integralban megkapjuk a kivant allitast.
Szemléletes (nem preciz) magyarazat: Annak valészintisége, hogy a £ —n val6szint-
ségi véltozé az [z, x + dz| intervallumba esik h(x) dx. Ez Ggy kévetkezhet be, hogy
az a £ valészinliségi valtozé valamely x + y értéket vesz fel, az n pedig az [y, y + dx]
intervallumba esik aminek valdsziniisége f(z + y)g(y) dz, az y pedig tetszbleges,
azaz e valtozora Osszegezni, illetve folytonos értékii 1évén integralni kell. Ez azt
jelenti, hogy h(z)dz = ([ f(z + y)g(y) dy) dz. Hasonlé médon megmagyardzhaté
a konvoluci6 formula is.)

Ha a ¢ valdszintiségi valtozo stlirtiségfiiggvénye f(x), akkor az n = a& + b valdszinii-
ségi véltozo stlirtiségfiiggvénye, a > 0 g(z) = % f (xT_”)

Megoldds: Jelolje F(z) = [ fooo f(u) du a £ valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvényét.
Ekkor 7 eloszlésfiiggvénye G(z) = P(n < z) = P(a +b < z) = P (< wT_b),
stirliségfiiggvénye pedig g(x) = %gf) = %F (xT_b) = %f (wT_b)

Két botot véletlenszertiien, egyenletes eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot
Osszeragasztjuk. Mi az igy kapott 4j bot hosszanak az F'(u) eloszlasfiiggvénye?

Negoldds: Jelolje &;, j = 1,2, azt a valészintiségi valtozot, amely azt adja meg, hogy
a j-ik bot rovidebb végének mi a hossza. Ekkor &, és & fliggetlen valdszintiségi
véaltozok, melyek siirliségfiiggvénye az az f(-) fiiggvény, amelyre f(z) = 2, ha 0 <
x < 3, 6s f(z) = 0 egyébként. Minket a & + & valdsziniiségi valtozé eloszldsa
érdekel. Viszont &; + & stirliségfiiggvénye g(x) = f* f(x), ahonnan g(z) =2 — |2 —
4z|, ha 0 <z < 1, g(x) = 0 kiilonben. Ezt kiintegrdlva megkapjuk az eredményt,
amelyet a a kovetkezd képletek adnak meg: F(u) = 0, ha u < 0, F(u) = 1 — 2u?,
ha0<u< %, Fu)=1-2(1-u)? =4u—2u?>—1, ha % <wu <1 Hawu>1, akkor
F(u) =1.

Két ember 8 és 9 éra kozott megjelenik egy téren egymastol fliggetleniil és egyenletes
eloszlasal. Mind a ketto félorat var a masikra, és ha az addig nem jon, akkor
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hazamegy. Mi a valészinlisége annak, hogy talalkoznak?
Megoldds: Jelolje §;, j = 1,2, azt a valdszinliségi valtozot, amely azt adja meg, hogy
hany (0 és 1 kozotti szammal kifejezhetd) oraval 8 6ra utén jelent meg a j-ik ember
a helyszinen. Ekkor &; és &, fliggetlen a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasi
valoszinliségi valtozok. Minket a —% < & —& < % események valdszintisége
érdekel. Az F(u) = P(& — & < u) eloszlas stirliségfiiggvénye a g(u) = f1 * fa(u)
konvolicié, ahol fi(u) = 1, ha 0 < u < 1, fi(u) = 0, kiilénben, fo(u) = 1,
ha —1 < u < 0, fa(u) = 0 kiilénben. Ekkor a minket érdeklé mennyiség az
1/2
F(3)-F(-3)= / g(u) du integral. Tovabba,
—-1/2

g(x) = fix fa(x / fi(u) fao(z — udu—/ fw) f(x—u)du, —oco0 <z < 00,

ahol f(u) =1,ha i <u<l f(u)=0hau>31
A korébbi feladatok megolddsédbol kovetkezik, hogy g(u) = 1 —u, ha 0 < u < 1
3

1/2
g(u)=14+wu,ha -1 <u<0. InnenF(%)—F(—%) :/ (1= |u]) du = b
—1/2

Egy szabalyos dobdkockat és egy szabalyos érmét feldobunk 3300 alkalommal egy-
mastol fiiggetlentiil. (Az érme és kockadobésok eredményei is fiiggetlenek egymas-
t6l.) Ha a kockadobds eredménye péros és az érme a fej oldalra esett, akkor annyi
forintot nyeriink, amennyi a kockadobas eredménye. Ha az érme az iras oldalra
esett vagy a kockadobas eredménye paratlan szam, akkor nem nyeriink, és nem is
vesztiink semmit. Mi a valdszinilisége annak, hogy az Ossznyereményiink 3190 és
3520 forint kozé esik? Adjunk erre jé kozelité becslést a centralis hatareloszlastétel
és egy normalis eloszlastablazat segitségével.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 &, és n; 1 < j < 3300, valészintiségi valtozokat:
§; = 2, ha a j-ik kockadobds eredménye 2, ; = 4, ha a j-ik kockadobds eredménye 4,
§; = 6, ha a j-ik kockadobéas eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik kockadobéas eredménye
1, 3 vagy 5. Legyen n; = 1, ha a j-ik érmedobds eredménye fej, és n; = 0, ha a
Jj-ik érmedobds irds. Legyen (; = §;n;. Ekkor a j-ik dobdsnal a nyereménytink

3300
¢ lesz, 1 < j <3300, és a P | 3190 < > (; <3520 | valdsziniiséget kell j6l meg-
j=1
becsiilniink. Ennek érdekében szamoljuk ki a fliggetlen (; valdszinliségi valtozdok
1 1
varhaté értékét és szérasnégyzetét. E(; = EE;n; = E{jEn; = 6(2 +4+ 6)5 =1
1 1 14 11

ECJQ = E{?En? = 6(4+ 16 + 36) - 5= 3 Var§2 EC2 (E¢)? = 3 Innen a

centralis hatareloszlastétel alapjan

3300 3300
3300 Z CJ Z ECJ
110
P (3190 <) ¢ <3520 | =

. B 11 3300 11
j=1 1/3300 / Z Var€, \/3300

3




8.)

~ ®(2) — ®(—1) = 0.9772 4 0.8413 — 1 = 0.9285.

Egy pénzdarabrol ellenérizni akarjuk, hogy igaz-e az a hipotézis, amely szerint ez
3

az érme legaldbb 7 valdszinliséggel esik a fej és legfeljebb i valoszinliséggel az
iras oldalara. Ennek érdekében feldobjuk a pénzdarabot 30 000 alkalommal, és a
kovetkezd dontési szabdlyt hozzuk. Valasztunk egy k szamot, és akkor fogadjuk
el a hipotézist helyesnek, ha legalabb k fejdobas tortént. Legaldbb mekkoranak
kell valassztanunk ezt a k szamot, ha azt akarjuk, hogy egy a hipotézist teljesito
pénzdarab esetén legalabb 0.9 valdszintiséggel dontsiink gy, hogy a hipotézis tel-
jesul?

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezd valdszinliségi valtozokat: §; = 1, ha a j-ik
dobés eredménye fej, ; = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds, 1 < j < 30000,

30000

S = Ssoo00 = ., &. Ha a fejdobas eredményének valészintisége pontosan 7
Jj=1
3 3 9 3
B¢ = . BG = 7, Varg; = BE - (BE)® = —. BS = 30000E¢; = 22500,

Var S = 30000Var &; = 5625 = 75%. Innen és a centrdlis hatdreloszlastételbdl,

P(S>k):P(S_ES k—22500):1_P<S—E8<k—22500)

>
v/Var S 75 vVarS — 75

—1_ 3 k — 22500 .
75

Vilasszuk a k szamot gy, hogy a fenti valészintiség koriilbeliil 0.9 legyen. Ekkor

k — 22500 22500 — k
ad (T) = 0.1 vagy ami ezzel ekvivalens, a ¢ — ) = 0.9 egyen-
e . s ., 22500 —k
letet kell kielégiteniink. A normélis eloszlas-tablazat alapjan — 1.28,

3
ami azt jelenti, hogy k = 22500 — 75 x 1.28 és p = 1 esetén annak valdszintlisége,

3
hogy a fejdobasok szama nagyobb mint k£ = 22500 — 75 x 1.28 = 22212 és p = 1

esetében annak valdsziniisége, hogy legalabb ennyi fejdobéas torténik koriilbelil 0.9.
3
Hap > 7 akkor ez a valésziniiség nagyobb. Ezért a k = 22212 helyes valasztés.

Ledobunk egyméstdl fiiggetlentil 24 000 pontot a [0,2] intervalumra egyenletes
eloszldssal, (azaz annak a val6szintisége, hogy egy ledobott pont értéke z-nél kisebb
g—vel egyenld, ha 0 < x < 2, eggyel egyenld, ha x > 2, és nulla, ha = <0.) Orizziik
meg azokat a ledobott pontokat, melyek értéke 1-nél kisebb, és hagyjuk el azokat,
melyek értéke, nagyobb mint egy. Mi annak a valdszintisége, hogy a megorzott
pontok értékeinek az Gsszege 5900 és 6075 kozé esik? Adjunk erre a valdszintiségre
jo kozelité becslést a mellékelt normélis eloszlastablazat segitségével.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd &5, 1 < j < 24 000, valdszintiségi valtozdkat:
§; = z, ha a j-ik ledobott pont értéke z, és 0 < =z < 1, és §; = 0, ha a j-
ik ledobott pont értéke az (1,2] intervallumba esik. Ekkor a megérzétt pontok
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24 000
Osszege S = ). &;, tovabba a §; valdszintiségi véltozok fiiggetlenek és egyforma
i=1

eloszlasuak. Ejzért a centralis hatareloszastétel segitségével jo becslést tudunk adni
a minket érdekls P(5900 < S < 6075) valésziniiségre. Ennek érdekében ki kell
szamolnunk a &; valdszintiségi valtoz6 varhato értékét és szorasnégyzetét. Vegyik
észre, hogy ugyan a &; valdsziniségi valtozonak nincs striségfiiggvénye, és nem
diszkrét eloszlaan, viszont anak F' eloszlasfiiggvénye felirhat6 F(x) = Fy(z)+ Fo(x)
alakban, ahol F(z) nek van stirfiségfiiggvénye, ami az f(z) = 1 fiiggvény a [0, 1]
intervallumon, és f(x) =0, ha x < 0 vagy = > 1, és Fy(x) olyan mértéket hatéroz
meg, amelyik a nulldba van koncentralva, és a nulla mértéke =. Pontosabban,
tetsz6leges A halmaz valészintisége P(A) = [, F(dx) = [, Fi(dx)+ [, Fo(dx) =
[13dx+ [, Fo(dx), ahol [, Fo(dz) = 3, ha 0 € A, és f FQ(dZIJ’) =0, ha 0 §é
A. Ekkor tetszéleges h(z) fuggvényre Eh(§) = [ h(z)F( = [ h(z)Fi(dx)

[ h(z)Fy(dx) = [} Lh(z)dz + Lh(0). Ezért

1 /[t 1 1 [t 1
B¢ == dr = - EBG =< | 2Pdo ==
&1 2/093:6 1 1 2/016 T=c

1 1 5
Var&, = 6 16 18 és E'S = 6000, Var S = 2500. Innen

S—FES
P(B900 < S <6075) =P —-2< <15
( ) ( v/Var S )

~ B(15) — B(—2) = B(1.5) + B(2) — 1.



