A februar 17.-i gyakorlat feladatai

1. Egy urnaban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Kihtizunk 25 golyét visszatevéssel. Mi
annak a valdszintisége annak, hogy az elsé hizas eredménye piros. Annak, hogy
az elsé hiuzéas eredménye piros és a masodiké fehér? Annak, hogy az 6todik hizas
eredménye piros? Annak, hogy az 6todik hizas eredménye piros és a tizenhatodik
hizéas eredménye fehér?

Megoldds: Annak a valdszinlisége, hogy az elsé hiizas piros % = %, mert 50 goly6bdl
huzzuk ki a 20 piros goly6 valamelyikét, és minden golyot egyforma valészintiséggel
hizunk ki. Annak a valdsziniisége, hogy az els6 hizds piros, a masodik fehér,
% . % = %, mert el6szor 50 goly6 koziil valasztjuk ki a hisz piros goly6 valamelyikét
majd 50 golyé valamelyikébol a 30 fehér goly6 valamelyikét, és minden huzas egy-
forma valészinii. Hasonléan annak valészintlisége, hogy az 5. huzasban piros golyot
hizunk ki %, és annak valdsziniisége, hogy az 5. huzas sordn piros és a 16. huzas
soran fehér golyot hizunk % : % = %.

Jegyezziik meg, hogy a kovetkezo feladat megoldasa egy olyan érvet tartalmaz, ame-

lyik ebben az esetben is alkalmazhatd, és megmutatja, hogy annak valdoszintlisége,

hogy az 5. huzas piros és a 16. huzas fehér megegyezik annak valdszintiségével,
hogy az elsé huzas piros és a masodik hizas fehér. Erdemes ezeket az érveléseket
mégegyszer végiggondolni azutan, hogy megtargyaltuk a valdszinliségi mez6 pontos

definiciojat.

2. Egy urnaban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Kihtzunk 25 golyot visszatevés nélkiil.
Mi a valdészintisége annak, hogy az els6 huzas eredménye piros? Annak, hogy az
els6 huzéas eredménye piros és a masodiké fehér? Annak, hogy az 6todik huzas
eredménye fehér? Annak, hogy az 6todik hiuzas eredménye piros és a tizenhatodik

hizéas eredménye fehér?

Megoldas: Annak a valdszintisége, hogy az elsé hiizas piros % = %, mert 50 golyébol
htzzuk ki a 20 piros golyé valamelyikét, és minden golyét egyforma valdszintiséggel
hizunk ki. Annak a valészintisége, hogy az els6 hiizés piros, a masodik fehér, %-% =
2%05, mert el6szor 50 golyd koziil valasztjuk ki a husz piros goly6 valamelyikét, majd
49 goly6 valamelyikébdl a 30 fehér golyd valamelyikét, és minden hizéds egyforma
valoszinli. Belatjuk, hogy annak valésziniisége, hogy a 16. huzasban piros golyot
hizunk ki, megegyezik annak a valdszintiségével, hogy az elsé huzas piros, azaz ez
%. Tovabba annak a valésziniisége, hogy az 5. huzas soran piros és a 16. huzas
soran fehér golyét hizunk megegyezik annak a valészintiségével, hogy az elsé huzas

eredménye fehér, a masodik huzas eredménye piros. Ezért ez a valdszinliség is
2,30 _ 60

549 — 245"
Tekintsiik ugyanis az 6sszes 25 hosszisagu hizéassorozatot. Ekkor annak valészinii-

sége, hogy az 5. hizas eredménye piros a 16. hizas eredménye fehér megegyezik az
Osszes olyan 25 hosszisagu htuzassorozat valdszintliségének az Osszegével, amelyek
5. helyén piros és a 16. helyén fehér jegy all. Hasonldéan szamithaté ki annak a
valoszinlisége, hogy az els6 hizas piros és a masodik hizas eredménye fehér, azzal a
kiilonbséggel, hogy az 5. hely helyett az els6 és a 16. hely helyett a masodik helyet
kell tekinteni. Be fogjuk latni, hogy ugyanaz a képlet fejezi ki ezt a két kiilonb6z6
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valészintiséget, erért ezek a valésziniiségek megegyeznek.

Vegyiik észre, hogy annak valdsziniisége, hogy egy eloirt konkrét 25 hosszisagu
sorozat jelenik meg csak attdl fligg, hogy a sorozat hany piros és hany fehér golydt
tartalmaz, de nem fiigg a fehér és piros huzasok sorrendjétél. Valoban, ha egy

huzéassorozat k piros és 25 — k fehér golydét tartalmaz, akkor ennek valdszintisége
25-24---(25—k+1)-30-29---(30 — (25 — k) + 1)

P(k) = 2550 : 49l. 36 Ugyanis egy eloirt
huzdssorozat valészintisége [] L,), ahol [(j) az a j — 1-ik hizds utdn az
j=1 50 — ] + 1

urnaban maradt piros golydk szama, ha a j-ik hiizas piros, és a 7 — 1-ik hlizas utan
az urndban maradt fehér golyok szama, ha a j-ik huzas fehér. Gondoljuk meg,
hogy ez a kifejezés megegyezik a megadott formulaval.

Jelolje A(k;5,16) az olyan 25 hosszisigu sorozatok szamat, amelyek k piros és
25 — k fehér jelet tartalmaznak, és az 5. helyen piros a 16. helyen pedig fehér jel
all. Jelolje tovabba A(k;1,2) az olyan 25 hosszisagu sorozatok szamat, amelyek
k piros és 25 — k fehér jelet tartalmaznak, az 1. helyen piros a 2. helyen pedig
fehér jel all. Ekkor a két dsszehasonlitandé valészintiség > A(k;5,16)P(k) illetve

k

> A(k;1,2)P(k). Ezért annak érdekében, hogy megmutassuk a kivant azonossdg
k

teljesiilését elegendd belatni azt, hogy A(k;5,16) = A(k;1,2) minden k szamra.
Viszont nem nehéz belatni, hogy A(k;5,16) = A(k;1,2) = (,ff’l), mert mind a két
esetben 23 el6irt helyre kell irni & — 1 piros és 25 — (k + 1) fehér golyot.

Az utolsé azonossag egy masik lehetséges bizonyitasa: Mutassuk meg, hogy ha
tekintjik az 0sszes 25 hosszusagu k piros és 25—k fehér golydt tartalmazéd sorozatot,
akkor az ilyen sorazatok 5. jelét kicserélve az elsével és a 16. jelét a masodikkal
kolesondsen egyértelmii megfeleltetést kapunk azon halmazok kozott, amelyek sza-
mossagaként definidltuk az A(k;5,16) és A(k;1,2) szamokat.

Hasonléan mutathaté meg, hogy annak a valésziniisége, hogy az elso, illetve hogy
az 0todik hizés piros megegyezik.

. Egy urnaban 20 piros és 30 fehér goly6é van. Kihizunk 25 goly6t. Minden hizés
utan a kihizott golyot visszadobjuk egy masik ugyanolyan szinli golyoval. Lassuk
be, hogy annak a valésziniisége, hogy a 3. és 7. huzaskor piros goly6t hizunk
megegyezik annak valdszintiségével, hogy az elsé és masodik huzaskor piros golyot
hizunk. Szamitsuk ki ezt a valdszintiséget.

Megoldas: Tekintsiink egy olyan 25 hosszusagu huzassorozatot, amely k piros és
25—k fehér golydt tartalmaz. Vegyiik észre, hogy egy ilyen sorozat pj valdszinlisége
csak a k szamtol fligg, de nem fligg attol, hogy mely helyeken vannak a piros
htzasok. Valéban,

20(20 4+ 1) -+ (20 + k — 1)30(30 + 1) - -- (30 + (25 — k) — 1)
50(50 + 1)--- (50 + 25 — 1)

Pk =

Jel6lje, A(k) azon 25 hosszisdgu sorozatok szamat, amelyek k piros és 25 — k fehér
golyd6t tartalmaznak, és az 1. és 2. hiizas piros; B(k) azon 25 hossziségu sorozatok
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szamat, amelyek k piros és 25 — k fehér golydt tartalmaznak, és a 3. és 7. huzés
piros. Ekkor a két vizsgalt valoszintiség a > A(k)pg, illetve Y B(k)py kifejezéssel
k k

egyenld. Ezért a feladat megolddsédhoz elég beldtni, hogy A(k) = B(k) minden k
23
szamra is. Ez valéban igaz, mert A(k) = B(k) = i 2). Konnyti kozvetleniil

kiszdmolni, annak val6szintiségét, hogy az els6 két huzas piros. % . %, mivel az elsé
20

hizasban £ valosziniiséggel hizunk pirosat, és ha az elsé htuizds piros volt, akkor

a masodik huzasban % valészintiséggel hizunk pirosat a 21 piros és 30 fehér goly6
koziil.
Hazi feladat:

Egy urnédban 10 fehér és 10 piros goly6 van. Kihtzunk 15 golyét dgy, hogy amikor
kihtzunk egy golyét azt visszadobjuk, és vele egylitt az urnaba dobunk harom
ugyanolyan szinli goly6ét. Mi annak a valdoszinlisége, hogy a negyedik, otodik és
tizenkettedik hizas mindegyike piros?

. Egy pénzdarabot feldobunk 10-szer egymas utan. Jelolje A; azt az eseményt, (hal-
mazt) hogy a j-ik dobds eredménye fej, 1 < j < 10. Tekintsiik e dobéssorozat
egy természetes valdszinliségi modelljét. Hogyan értelmezhetjiik az A; eseményt
mint halmazt? Fejezziik ki az A; események segitségével, unid, metszet és halmaz
komplementerképzés miiveletét hasznalva azt a B eseményt, hogy legalabb harom
fejdobas tortént. Fejezziik ki a fenti eseményt tgy is, hogy csak diszjunkt halmazok
unigjat tekintjiik.

(Beszéljiik meg réviden az utolsé formula kapcsolatdt a mas matematikai tantargy-
ban mar tanult logikai formék konjunktiv normalformjaval.)

Megoldas: A tiz egymast kovetd pénzdobas természetes modellje a kovetkezo:
Legyenek az elemi események azw = (..., F ..., I...) 10 hosszisigu fej-iras soroza-
tok, definidljuk minden {w} valésziniiségét. (Ha a dobdsok egyméstdl fliggetleniil
lesznek fej illetve iras értékiiek p illetve 1 — p valdszinliséggel, akkor egy k darab
fej és 10 — k darab irds eredményt tartalmazé w fej-irds sorozat valdszintisége
pF(1 — p)19=*) Legyen a biztos esemény Q az Osszes w elemi eseményt tartal-
maz6 halmaz, a A o-algebra élljon ) &sszes részhalmazabdl, P(A) = > P({w}).

weA

Ebben a modellben az A; halmaz azokat az w elemi eseményeket tartalmazza,
amely elemi események (10 hosszisdgu fej-irds sorozatok) j-ik koordinataja F, a
tobbi koordinataja tetszoleges.

Az az esemény, hogy a ji-ik, jo-ik és js-ik dobds eredménye fej, A; N Aj;, N Ajs.
Az, hogy legalabb harom fejdobds tortént, azt jelenti, hogy léteznek ilyen 1 < j; <
Jj2 < 73 indexek. Ezért a kifejezend6 B esemény

B= U A N A, N Ajs.

J1, 2,73
1<71<g2<53<10

Az uniéban szereplé kifejezések nem diszjunktak. De atirhatjuk a kivant formaban,
ha ugy irjuk fel a keresett eseményt, hogy bizonyos 1 < j; < jo < --- < j,s indexek-
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re, s > 3, a dobas eredménye fej, a tobbi dobas eredménye iras. Ezért

10
B=J U A N A, NN Ajs N N Al
s=3 .j17.j27-"7js le{lz"'vlo}\{jlr”v.jé?}

1<51<g2<++js <10

ahol A jeldli az A esemény (halmaz) komplementerét.
Hazi feladat:

Definialjunk olyan valdszintiségi mez6t, amelyben lehet vizsgalni egy szabalyos do-
bokocka 0t egyméasutani dobasanak az eredményét.

. Adjunk természetes modon valészinliségszamitasi modellt arra, hogy egy szabélyos
pénzdarabot végtelen sokszor feldobunk. Mas megfogalmazasban feladatunk a
kovetkez6: Konstrudljunk olyan (2,4, P) valésziniiségi mez6t, amelyben értel-
1

mezni tudjuk azt az A; eseményt, hogy a j-ik dobds eredménye fej, P(A;) = 3

minden j = 1,2,..., s6t teljesiil a P(A]' N---NAF) = (%)]C azonossag is minden
k=1,2,...,szdmrae; = £1, j = 1,2, ... kitevore, ahol A} =Aj és Aj_l =Q\ 4;.
Megoldas: Legyenek az w elemi események a végtelen fej-iras sorozatok, és definial-
juk az ) biztos eseményt mint az 0sszes w-t tartalmazé halmazt. Definidlnunk kell
még az A o-algebrat és a P(A) valészintiségeket az (2, A, P) val6szintiségi mezd
teljes definici6ja érdekében. Jelen esetben P{w} = 0 minden w elemi eseményre,
és a kivant A o-algebrat, illetve P valdsziniiséget nem tudjuk olyan egyszeriien
definidlni, mint az el6z6 feladatban. Valdjaban csak a mértékelmélet néhany fontos,
de még nem tanult eredményére hivatkozva tudjuk ezt megtenni. Legyen A; C 2 az
a halmaz, amelyik megegyezik azzal az eseménnyel, hogy a j-ik dobds fej, azaz A; =

{w}, azaz az 6sszes olyan w = (..., F,...,I,...) végtelen fej-
w j-ik koordinatija fej
irds sorozat unidjat tekintjiik, amelyek j-ik koordinatédja fej. Definialjuk az Osszes

k
Aler, .., ex) = N A;j, kE=0,1,2,..., 1 < j < k halmazt. Ez annak felel meg,
j=1

hogy azokat a dobassorozatokat tekintjiik, amelyekben az els6 k& dobas eredményét
eloirjuk, a tobbi dobas eredménye tetszoleges lehet. Természetes elvaras, hogy

ezek az A(e1,...,ex) halmazok benne legyenek az A o-algebraban. Egy viszonylag
egyszerlien bizonyithaté eredmény azt mondja ki, hogy létezik egy legsziikebb az
Osszes A(eq,...,e) alakd halmazt tartalmazé o-algebra. Ez lesz a A o-algebra.

Definidljuk a P(A(e1,...,er)) valdszintiségeket a P(A(eq1,...,ex) = (%)k képlet
segitségével. (Ez a természetes definicié.) A mértékelmélet egy mély eredménye
szerint ezen események valészintisége egyértelmiien kiterjeszthet6 az A o-algebrara
ugy, hogy o-additiv halmazfliggvényt, azaz valészintiségi mértéket kapjunk. Mas-
képp kifejezve, meg lehet adni a P(A) valészinliségeket minden A € A halmazra,
mégpedig egyértelmilien tugy, hogy o-additiv halmazfiiggvényt kapjunk, és a 0 <
P(A) <1, A€ A, és P(Q) = 1 reldcidk is teljesiilnek. Ez a kiterjesztés lesz a P
valdszintiség A-n.



6. Egy szabalyos érmét feldobunk egymas utédn egészen addig, amig mésodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobdssorozatot abbahagyjuk. Mi annak a valdszintiisége,
hogy az utolséelotti dobas eredménye fej?

Megoldas: Az esemény, amelyiknek a valdszintiségét ki akarjuk szamolni, a ko-
vetkez6 modon is jellemezhet6: Eloszor k darab {rasdobas torténik valamely k& =

0,1,2,..., szammal, majd utana két fejdobas kovetkezik be. Ennek valdsziniisége
(L)Ll i1 2 ]
2 2 2 44=2k 4 2
k=0 k=0
Hazi feladat:

Egy szabalyos érmét feldobunk egymas utan egészen addig, amig méasodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobassorozatot abbahagyjuk. Mi annak a valdszintiisége,
hogy legaldbb harom dobdst végziink, és az utolsét kettovel megel6z6 dobas ered-
ménye fej?



