Az aprilis 27.-i gyakorlat feladatai

A valészintiségszamitas legfontosabb eredménye a centralis (k6zponti) hatareloszlastétel.
Megbeszéljiik ennek tartalmat és olyan feladatokat fogunk tekinteni, amelyekben ezt az
eredményt alkalmazzuk.

A centralis hatdreloszlastétel tétel megfogalmazasa el6tt vezessiink be egy az iro-
dalomban gyakran hasznalt fogalmat.

Egy valésziniiségi valtozé normalizaltjanak a fogalma. Legyen £ olyan valdszini-
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Centralis hatareloszlastétel. Legyenek £1,&o,. .., flggetlen, egyforma eloszldsi valo-
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Megjegyzés: Az el6bb kimondott tétel valdjaban specialis esete az altalanos centralis
hatareloszlastételnek, amely hasonlé eredményt mond ki fiiggetlen, de nem feltétleniil
azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok normalizalt részletosszegeire nagyon altaldnos
feltételek mellett.



Feladatok:

Tekintsiink egy szabélyos pénzdarab 10 000 egymads uténi (fiiggetlen) feldobasabdl
szarmazé fej-irds sorozatot. Adjunk becslést a Csebisev egyenlOtlenség segitsé-
gével annak valészintiségére, hogy a fej-dobasok szaménak eltérése a vart 5000
szamtol legaldabb 100-zal, illetve legalabb 200-zal eltér! Milyen becslést ad ezekre a
valoszinliségekre a centralis hatareloszlastétel?

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezd &;, < j < 10 000 valészintségi valtozokat,
amelyekre {; = 1, ha a j-ik dobds eredménye fej, {; = 0, ha a j-ik dobds eredménye
fras. Ekkor §;, 1 < 7 <10 000 fiiggetlen valdszintiségi valtozok, E§; = %, Var§; =
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gekre kell becslést adnunk. A Csebisev egyenl6tlenség az els6 valdszintiségre a
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A centrélis hatéareloszlastétel szerint P /00T >u| ~ 1— ®(u). Innen

kapjuk, hogy az els6 valdszintiség kiszamitasahoz az v = + ;?80 = 42 értékeket
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kell tekinteni, és a vizsgélt valdsziniiség kozelitbleg (1 — ®(2)) + ®(—2) = 2(1 —
®(2)) ~ 2(1 —0.97720) = 0.0456. A masodik valdsziniiség hasonléan koriilbeliil
2(1 — ®(4)) ~ 0, (az elsd 4 tizedesjegy 0). (A Csebisev egyenlétlenség 0.25 illetve
0.0625 fels6 becslést adta ezekre a valdsziniiségekre.)

A 2000. évben az Egyesiilt Allamok Florida &llamaban rendkiviil szoros eredmény
sziiletett. 5 000 000 valaszt6 valaszté valasztott két part, a republikanus és demok-
rata part jeloltjei kozott. A két jelolt altal szerzett szavazatok szama (egy adott
idépontbeli felmérés szerint) mindossze 300 volt. Tegyiik egymaéstodl fiiggetlen iil %
valészintiséggel valasztottak valamelyik part jeloltjét. E feltevés teljestilése estén mi
annak a valdszinlisége, hogy a két jelolt altal Osszegylijtott szavazatok kiilonbsége
nem haladja meg a haromszazat.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezd £;, 1 < 7 < 5000 000, valészintiségi valtozdkat:

§; = 1, ha a j-ik valaszt6 a demokrata, §; = 0, ha a j-ik valaszt6 a republikanus
5 000 000
jeloltre szavaz. Ekkor S = > & a demokrata, és 5 000 000 — S a repub-
j=1
likdnus jeloltre leadott szavazatok széma, és minket a P(]2S — 5 000 000| < 300)
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valészinliség nagysdga érdekel. Vegyiik észre, hogy a &; valdszinliségi valtozok
fiiggetlenek, E¢; = 1, Varg; = 1, ezért ES,, = 2 500 000, Var S,, = 1-5 000 000, és
a P [ |S2=2500 000

v/ %+5 000 000

hatareloszlastételt. Ennek alapjan

< .r) valoszinliségek kiszamitasara alkalmazhatjuk a centralis

S—ES 150
P(]25 — 5 000 000 < 300)
vVar § ,/i-5000000
150 150
N | ————— | -0

\/ % - 5000000 \/ % - 5000000

65
— 20 —1~20(0.124) — 1 ~ 0.1.
(100) ( )

. Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 1200 alkalommal egymastdl fiiggetleniil, és
Osszeadjuk a paros értékii dobasok eredményét. Adjunk jé kozelité becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normaélis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az Osszeg 2280 és 2500 kozé esik.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 §;, 1 < j < 1200, valészinliségi valtozdkat:
§; = 2, ha a j-ik dobas eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik dobds eredménye 4, §; = 6,
ha a j-ik dobds eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik dobds eredménye 1, 3 vagy 5. Ekkor

1200
a P (2280 <6< 2500) valoszintiiséget kell jol megbecsiilniink. Vegytik észre,
j=1

hogy E¢; = $+(2+4+6) =2, Var{; = ¢(4+ 16 + 36) — 4 = 1&. Innen a centrélis
hatareloszlastétel alapjan
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~ ®(1.25) — ®(—1.5) = 0.8944 + 0.9322 — 1 = 0.8266.

. Legyen birtokunkban 100 lampa, amelyek mindegyike egymastdl fiiggetlen idotar-
tamig miikodik, élettartamuk pedig exponencialis eloszlasi A = % paraméterrel.
(A lampék élettartamanak exponencidlis eloszlasa természetes feltételezés.) Egy
termet bevilagitunk ezen lampak valamelyikével, majd amikor az kiégett 1j lampat
hasznédlunk fel. Adjunk jé becslést arra, hogy a lampak oOsszélettartama legalabb
1150 ora.

Megoldds: Jeldlje &; a j-ik lampa éléttartamat, 1 < j < 100. Ekkor a P(§1 +--- +
€100 > 1150) valdszintiségre kell j6 becslést adnunk, ahol az &sszegben fiiggetlen
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exponencialis eloszlasi valdsziniiségi valtozok szerepelnek A\ = %0 paraméterrel.
Vezessiik be az n = &1 + - - - + &100 jelolést.

Kiszdmoltuk, hogy jelen esetben En = mE§; = 5 = 1000, Varn = 5 = 10000
(m = 100 és \ = 1—10 vélasztassal). Ezért a centralis hatareloszlastetel szerint
n—En, — 121990 55 L5zelitéssel standard normadlis eloszldsd valdszintiségi valtozo,
\/\/'ar,,7 100

4 = n—En ~1—

és P(& + -+ -+ &100 > 1150) = P (\/\7”7 > 1.5) 1 —®(1.5).

5. Péter és Pal a kovetkez6 jatékot jatssza. Mind a ketten feldobnak egy szabalyos
dobokockat. Ha P&l dobott nagyobbat, akkor 6 nyer harom forintot Pétertdl, ha
Péter dobasa nagyobb, akkor Pal fizet Péternek harom forintot. Ha a dob&asok
egyenloek, akkor senki sem fizet a masiknak. Kzt a jatékot jatsszak 3000 alka-
lommal. Adjunk jé kozelité becslést a centralis hatareloszlastétel és a mellékelt
normalis eloszlastablazat segitségével arra, hogy Péter legaldbb 90 forintot nyer.
Megoldas: Legyen £; Péter nyereménye a j-ik jatékban. Ekkor a {; valdsziniiségi

3000
valtozok fliggetlenek, Péter 6ssznyereménye S = »° &, és P(§; =3) = 12, P =
j=1
—3) = &, P(§; = 0) = #. (Annak valdszin(iségét irtuk fel, hogy Péter vagy P4l
dob nagyobbat, illetve hogy a két dobas egyenld. Innen E¢; = 0, Var{; = E£j2. =
%5, ES =0, Var S = 151500 = 150%. Innen annak valdsziniisége, hogy Péter
legaldbb 90 forintot nyer

S—ES> 90)_1_P(S—ES
vVarS — 150 v/Var S

Filiggetlen valdszintiségi valtozok osszegének a sturiiségfiiggvénye.

P(S>90)=P ( < 0.6) ~1—®(0.6) ~0.274

Targyaljuk a kovetkezo feladatot is. Legyen & és n két fiiggetlen valdszintiségi véltozo,
amelyeknek létezik f(-) és g(-) stirliségfiiggvénye. Be lehet latni, hogy a £+n Osszegnek is
létezik h(-) slirtiségfiiggvénye, és azt meg lehet adni azt a formulét, amelynek segitségé-
vel a £+ Osszeg slirtiségfiiggvényét. Ennek érdekében bevezetjiik két (siirtiség)fiiggvény
konvolucidjanak a fogalmét.

(Stirtiség)fiiggvények konvoluciéjanak a definiciéja. Legyen f(-) és g(-) két siri-
ségfdggvény a szdmegyenesen, dltaldnosabban integrdalhato fliggvények, azaz tegyik fel,

hogy [ |f(u)ldu < oo és [7° |g(u)|du < co. Az f(-) és g(-) figguények f = g(-)
konvolucw]a az

frg(x / fwg(x —u)du, —oo <z <00,

fligguény.

Tétel fiiggetlen valdsziniiségi valtozdok Osszegének a sturiliségfiiggvényérol.
Legyen & és n két figgetlen valdszintiségi vdltozo f(-) és g(+) siriségfigguénnyel. Ekkor
a & +n osszegnek is létezik striségfiggvénye, és az az

/ fwg(z —u)du, —oo<z<o0



fligguény.

5.) Legyen £ és n két fliggetlen, a [—%, %} intervallumban egyenletes eloszlésfl Valészi-
niiségi valtozd, azaz legyen ¢ és n stirtiségfiiggvénye f(z) =1, ha —5 <z < 5
f(z) = 0 egyébként. Szamoljuk ki & + n slirliségfiiggvényét.
Megoldds: A £+n valészintiségi valtozo stirliségfiiggvénye a g(z) = [ f(y)f(z—y)dy
fiiggvény, ahol f(z) a [ ;, %1 mtervallumban egyenletes eloszlas surusegfuggvenye.
Ezért f(y)f(z—y) =1, ha—5 <y < 3,és—1 <az—y <L azaz—i+2 <y < i+x,
és nulla egyébként. Ez azt jelenti, hogy a f + n Osszeg g(aj) strtiségfiiggvénye az
x pontban megegyezik a [—5, %} N [—% +x,< %+ x] intervallum hosszaval. Ha
|z| > 1, akkor a fenti metszet iires, ezért ebben az esetben g(z) =. Ha 0 <z <1,
akkor ez a metszet a [—% + x, %} intervallum, és ennek hossza 1 — x, azaz ebben az
esetben g(z) = 1—z. Ha —1 < x < 0, akkor ez a metszet a [—%, % + x} intervallum
amelynek hossza 1 +x =1 — |z|, azaz g(z) = 1+ 2z = 1 — |z| ebben az esetben. Ez

azt jelenti, hogy g(z) =1 — |z|, ha |z| < 1, és g(z) =0, ha = > 1.

Megadunk egy masik geometriai érvelésen alapulé megoldast is, amelyik a korabban
targyalt geometriai érvelésen alapul.

Szamitsuk ki el6szor a & + n valészintiségi valtozé G(x) eloszlasfiiggvényét. De-
finidljuk a K = [—%, %] X [—%, %] négyzetet, és jelolje A a Lebesgue mértéket,
azaz a teriiletet a sikon. Ekkor a sik tetszdleges A C R? mérhetd részhalmazéira
igaz az, hogy P(({,n) € A) = A(AN K). Specidlisan, G(z) = P({ +n < z) =
MK N {(u,v): u+v < z}). Ha z < —1, akkor G(x) = 0, ha -1 < z < 0,
akkor G(x) a (—%, —%), (—%, % + 93) ( + x, ——) pontok altal meghatdrozott
héromszog teriilete 1 (14 )2 Hasonléan haz > 1, akkor G(z) =1. Ha0 <z <1,
akkor a G(x) eloszlasfuggveny megegyezik annak a poligonnak teriiletével, amelyet
ugy kapunk, hogy a K négyzetbdl kihagyjuk a (;, ;) (%, -1+ x) és (—— + x, 2)
pontok altal meghatarozott haromszoget. Ezért G(z) = 1— —( 1—x)? ebben az eset-
ben. A G(x) fiiggvényt derivalva kapjuk, hogy g(z) =0, ha |z| <1, g(x) =1+ =z,
ha -1 <2 <0,ésg(zr)=1—x,ha0<z<1.



