Az aprilis 13.-i gyakorlat feladatai

1.) Legyen adva egy £ valdsziniiségi valtozé F'(x) eloszlds, f(x) striiségfiiggvénnyel, M
varhaté értékkel és D? szérasnégyzettel. Legyenek a és b valds szdmok. Szdmoljuk
ki az n = a& + b valdszinliségi valtozo eloszlas és stirtiségfliiggvényét, valamint
varhato értékét és szorasnégyzetét.

Megoldds: Az n valészinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye G(x) = P(n < x) = P(aé+
b < x) = (5 < = b) = F( ), stiriségfiiggvénye g(x) = dG(m) = 1f(x b)
vérhat6 értéke En = E(a+b) = aE{+b = aM +b, Varn = Var (a£+b) = a2Var§

2.) Az el6z8 gyakorlaton térgyaltuk annak a feladatnak a megolddsat, hogy mennyi
egy az |a,b] intervallumban egyenletes eloszlasi 1 valdszinliségi valtozé varhatd
értéke és szorasnégyzete. Lassuk be, hogy egy ilyen valészinliségi valtozé felirhatd
n=(b-a)+ “TH) alakban, ahol £ egyenletes eloszldsi a [—%, %] intervallumban.

Adjunk a feladatra ezen észrevétel alapjan egyszertibb megoldast.

Megoldas: Az n és & valésziniiségi valtozok kozott megfogalmazott kapcsolat at-

fogalmazhaté tgy is, hogy ha £ egyenletes eloszlast valdszintiségi véltozé az [a, b]
a+b
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intervallumon, akkor { = .—2— egyenletes eloszldsti a [—3, 1] intervallumon. Az,

hogy 7n egyenletes eloszlasi az [a b] intervallumon gy is megfogalmazhatd, hogy n
g(z) stirtiségfiiggvénye g(z) = yhaa <z <b,ésg(xr) =0, hax <avagy z >0b.

Innen ¢ striségfiiggvénye f ( <<g; + 2(ab+b)) (b— a)), és némi szamolassal

lathat6, hogy f(x) =1, ha —2 <2 < 1 és f(z) =0, hax < —% vagy x > .
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1/2 T 1 1
Innen E¢ = f 1/2xda: =0, Var{ = B¢? = ff1/2 z2dr = {?} o = 2.ﬁ -
Innen En = (b—a)EE+ 94t = 254 65 Varn = Var ((b—a){+%22) = (b—a)*Var{ =
(b—a)®
12

Felidézziik a kovetkezo fontos fogalmat:

A standard normadlis eloszlas definiciéja. A ®(x) standard normdlis eloszlds az az

1 —u?/2

eloszlas, amelynek siriiségfiggvénye a p(u) = Words , —00 < u < 00, fligguény.

E definicié helyességének igazoldsdhoz meg kell mutatni, hogy a fent definidlt ¢(-)
fliggvény valoban striségfiiggvény. Ennek érdekében be kell bizonyitani a kovetkezd
eredményt.

Tétel.
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Ennek a korantsem trividlis Osszefliggésnek a bizonyitasa az eléadason szerepelt.

A standard normalis eloszlds elnevezésben a standard jelzé arra utal, hogy egy p(u) =
1 —u?/2
Var €

és szorasnégyzete 1.

, —00 < u < 00, sirliségfiiggvényli valdsziniliségi valtoz6 varhaté értéke nulla



3.)

mélis eloszlasunak, ha van siirtiségfliggvénye, és az g(u) =

Léssuk be, hogy egy ¢(u) = \/LQ—ﬁe_“z/2

valoszinliségi valtozé varhato értéke nulla és szorasnégyzete 1.

o 1
Megoldds: Valéban E¢ = 0, mert E§ = / U
g 3 3 _“r

nulla, mert az integrandus paratlan fliiggvény. Ezutan parcialis integralassal kapjuk

d 1
f(z) =z és g(z) = ze /2 = (— 6_962/2) valasztassal, hogy
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Innen Var§ = EE2 — (E€)® = 1.

Hazi feladat:
Ha ¢ standard normélis eloszlasu valészintiségi valtozo, m, o valds szamok, akkor az
o & +m valészintiségi valtozé varhaté értéke m szérasnégyzete o2, stirtiségfiiggvénye
1 2 2
pedig g(u) = e (u=m)~/207
(W) V2ol
A fenti feladat eredménye alapjan egy valdszintiségi valtozét akkor neveziink nor-

e—(w=m)*/20% glakban

, —00 < u < oo, strlségfliggvényl &

pa— 2 7’ . 7z
e " /2 du, és ez az integrél

2ro

adhato meg alkalmas m és o > 0 szdmokkal.

1)

Ha ¢ standard normélis eloszlast valészintiségi valtozo, akkor BE2F—1 = (0, B¢k =
1-3---(2k —1) minden k£ =1,2,... szamra.

Megoldas: Egyrészt

> 1 2
E 2k—1 _ / 33'2k_1 e /2 dr = 07
¢ > V2T

2’“_1\/#2—#6_“’”2/ 2 fiiggvény paratlan, és paratlan fiiggvény integralja nulla.

mert az
Mdésrészt

OO 1 2 *° 1 2
E{Qk :/ ka 271-673: /2 dx :/ _kaI% ( 271-673: /2 dl‘)

1 2,51 o 1 2
_ 2k—1 —z2/2 2k—2 —z2/2
=|—x —e + 2k — 1x —e dx
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o 1 2
= (2k — 1)/ e e 2y = (2k — 1) B2,
o V2T

ahonnan k szerinti teljes indukciéval E¢2f =1-.3--.(2k — 1) minden k = 1,2,...
szamra.

Legyen £ egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtoz6 a [—1,1] intervallumban, azaz
legyen siirtiségfiiggvénye f(x) =1, ha0 <z <1,és f(x) =0, hax <0 vagy = > 1.
Szémoljuk ki az n = £* valdszintiségi valtozé varhaté értékét és szérasnégyzetét.
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Elsé megoldds: En = E&* = fol rtdr = [%] = %, és Varn = En? — (En)?,

1

En? = E¢8 = fol 28 dr = [%9]0 = é. Innen Varn = % — % = %.

Masodik megoldds: Szémoljuk ki az n valészintliségi véaltozé g(x) slirtiségfiiggvényét,

és hasznaljuk az En = [xg(z)dx és En? = [ 2?g(z) dx Ssszefiiggést. Szamoljuk ki

el6szor 1 G(x) eloszlasfiiggvényét. G(x) = P(n < x) = P(¢* <) = P(¢ < 2'/4) =

2/*ha 0 <z <1, G(x)=0,haz<0é G(z)=1, haz > 1. Innen g(z) =0, ha

r<0vagy z>1,és g(z) = 22734, ha 0 < z < 1. Innen En = 01 ty. a3 dy =
o de e =t = Bt = et e = [ e hde =
Varn = % — % = %.

6.) Ledobnak egy pontot a [0,2] intervallumra egyenletes eloszldssal. Ha a ledobott
pont értéke a [0, 1] intervallumba esik, akkor felirjuk a dobds pontos értékét egy
jegyz6konyvbe. Ha a ledobott pont értéke az [1,2] intervallumba esik, akkor az 1
szamot irjuk a jegyz&konyvbe. Szamoljuk ki a jegyzOkdnyvbe irt (véletlen) szdm
varhaté értékét és szorasnégyzetét.

Els6 megoldds: Jelolje € a ledobott pont, n a jegzokonyvbe irt szam értékét. Ekkor
n = u(§) ahol az u(z) figgvényt gy definidljuk, hogy u(x) = =, ha 0 < x < 1,
u(z) = 1, ha 1l < z < 2, az u(x) figgvényt tetszéleges mdédon definidlhatjuk,

ha < 0 vagy « > 2. Ekkor En = Fu(§) = [u(z)f(z)dz = f02 u(z)s de =
1
fol %xdaz—l—ff%dx = [%] +1 =23 ahol f(z) =3, ha0 <2 <2, f(z) =0, ha
0
r < 0 vagy = > 2 a £ valdszintiségi valtozé sfirtiségfiiggvénye. Hasonléan, En? =
Eu?(¢) = fol %a:zdaz—kff%d:c =t+3=2%&Van=EpP—(En?=2-3=23.
Masodik megoldas: Jeldlje G(x) az n valdszintliségi valtozé eloszlasfiiggvényét. Ek-
kor En = [zG(dz), En* = [2*G(dz), és azt kell megérteniink, hogyan tudjuk
ezeket az integralokat kiszamolni. Vegyiik észre, hogy G(x) = G1(z) + G2(x), ahol
Gi(z) = [ _gi(u)du, gi(u) = 1, ha 0 < u <1, g1(u) = 0, ha u < 0 vagy
u>1,és Go(zr) = 0, ha z < 1, Ga(x) = %, ha x > 1. Ez azt jelenti, hogy G
hasonléan viselkedik, mint egy stirtiségfiiggvénnyel rendelkez6, G5 pedig, mint egy
diszkrét (ebben a specidlis esetben egyetlen értéket felvevs) valdszintiségi valtozo
eloszlasfiiggvényéhez. Az egyetlen kiillonbség az, hogy nincsenek 1-re normaélva,
azaz G1(0c0) = 1 és Ga(00) = 5 (és nem 1). A tanult képletek ebben az esetben is

2
érvényesek és tetszoleges v(x) fiiggvény integraljara felirhatjuk, hogy

@G (dr) = [ o(@)G(dr)+ [ v(@)Galdr) = [ v(e)t dr+ Lo(1),
, ATy

Innen v(z) = =z illetve v(z) = z? valasztdssal En = Eu(§) = [2G(dz) =
1
Shedor b= [£] 1= % 6 B = [2G(de) = [} e dot h= b4 d -

Varn = En? — (En)? = % —1% = 3%
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Targyaljuk a Poisson eloszlast, illetve mutassuk meg egy feladatban annak egy
fontos tulajdonsagat, nevezetesen azt, hogy két fliggetlen Poisson eloszlasu valdszintiségi
valtozd Osszege is Poisson eloszlasu.



Poisson eloszlas definicidja. FEgy & wvaldsziniségi vdltozo A paramétert Poisson
eloszldsi, ha & nem negativ egész értékeket vesz fel, és

PLENN
P(E=k) =17 k=012

7.) Léssuk be, hogy ez valéban valdszintiség eloszlas.
Megoldds: Azt kell ellen6rizni, hogy P(§ = k) > 0 minden k értékre, ami nyilvin-

valé, és Y P(§ = k) = 1. Viszont

k=0
OOP OO)\_A —AOO)‘_k:—)\Azl
S Pe=h =Y et =t YN S
k=0 k=0 k=0

8.) Ha & és n két fiiggetlen, A illetve p paraméterii Poisson eloszlasi valészintiségi
valtozo, akkor € + n egy A + p paraméterii Poisson eloszlasi valészintliségi valtozo.
Megoldds:

k
@+n—%::§:P }:P =k —j)

k _A M —j 6_“—6_()\+M)Z k! )\] (k—j)
—J)! k! F1(k = 4)!

j= §=0
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