A szeptember 9.-i gyakorlat témaja

1. Egy szabdlyos pénzdarabot feldobunk kétszer egymas utan. Mi annak a valdszini-
sége, hogy egy fej és egy iras dobds lesz?

Megoldds: A dobésok lehetséges kimenetei (F,F). (F.,I), (LF), (F,F). Ezen kimene-
tek mindegyikének a valdszintisége ugyanannyi, tehat i. Két lehetséges kimenet
j6 a mi szdmunkra, a (F,I) és (LF). Tehdt a keresett valészintiség 5. Azt érdemes
meggondolni, hogy amennyiben azt a harom lehetséges kimenetet tekintjiik, hogy
két fej, két iras. egy fej és egy irds dobds, akkor ezen kimenetek valészinlisége nem
egyforma. Ezért az ezaltal sugallt % eredmény hibas.

Hadzi feladat:

Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk kétszer egymaéas utan. Mi a valdszintisége
annak, hogy a dobdasok Osszege 97 Annak, hogy a dobasok 6sszege 10?7

2. Kitoltiink egy lottoszelvényt. Mi annak a valdoszinlisége, hogy 5-0s talalatot értink
el?

Megoldds: Gondoljuk, meg, hany kiillonb6z6 eredménye lehet a hiizasoknak. Az
els6 szamot 90 féleképpen hizhatjuk, a masodikat 89 féleképp, a harmadikat 88 a
negyediket 87 az otodiket 86 féleképpen. Felirva egymés utan ezeket a szamokat
Osszesen 90-89-88-87- 86 kiilonboz6 sorozat lehetséges. Ugyanakkor két hiizassoro-
zatot nem kiilénboztetiink meg, ha ugyanazok a szamok jelennek meg benniik csak
mas sorrendben. irjuk fel egy huzassorozat szdmait névekvé sorrendben. Hany
kiilonb6z6 mddon jelenhet meg ugyanaz a novekvo szamsorozat? A legnagyobb
szam 5 helyen, a masodik legnagyobb szam ezutan 4, a harmadik legnagyobb
szam ezutan 3, a negyedik legnagyobb szam ezutan két kiilonbo6zo helyen szere-
pelhet, a legkisebb szam helye pedig végil egyértelmii. fgy Osszesen 1-2-3-4.
5 = 120 kiilonb6z6 médon jelenhet meg ugyanaz az eredmény. Osszesen tehat
90-89-88-87-86

120
egyforma valdszinti, annak valésziniisége, hogy egy adott (nagysig szerint rendezett

120
90-89-88-87-86
n-(n—1)---(n—k+1)
1.2k

kiilonb6z6 htzassorozat lehetséges. Mivel minden hizassorozat

szamsorozat) jelenik meg

kiilonbozé részhalmaza

3. Egy n elemli halmaznak (Z) =
van, k < n.

Megoldas: Feltehetjiik, hogy a tekintett halmaz az 1,2, ..., n szamokbdl all. Ebbdl
n-(n—1)---(n—k+1) kiilonb6z6 médon vélaszthatunk ki egymads utan k szamot.
Viszont mivel két vélasztas, amelyben ugyanazokat a szdmokat valasztottuk ki
egymas utan mas sorrendben ugyanazt a halmazt adja, ezért minden halmazt 1 -
2 .-k féle modon valasztottunk. Innen addodik az eredmény.

4. Az 1,2,...,n szamokat n! =1-2---n mddon lehet sorrendbe rakni.
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5. Binomidlis tétel:

n __ n n10 n n—1 n n—=212 n nO: - n kin—k
(a+b) —(O>ab+<1)a b+<2)a b2+ +<n)ab ;(k>ab ,

- (Z) _n <n_1).'2'.’.@/<:_k+ ) _ k!(nni 5= (nﬁk)

Magyardzat: Végezzik el az (a +b)" = (a+b) - - (a + b) szorzésokat. Ez olyan n

[ J/
-~

n tényezd
hosszisagu szorzatokbdl allo osszeg lesz, amely a és b szamokbdl fog allni. Hany

olyan tag szerepel, amely k a és n — k b jegyet tartalmaz? A fenti kombinatorikai

meggondolasok alapjan lathatd, hogy Z .
Targyaltuk a binomidlis tétel egy altalanositasat is. Ennek érdekében bevezettiik
a kovetkezo definiciot: Ha k pozitiv egész szam, n pedig tetszdleges valos szam akkor
n\ n-(n—-1)---(n—-k+1)
(k:) B 1-2---k
van definidlva. Ki akarjuk szdmolni az (1+x)™ fliggvény Taylor sorét tetszéleges (valds)
n szamra.

. Fontos, hogy ez a definicié nemcsak egész n szamokra

6. Bizonyitsuk be, hogy az f(x) = (1 + =)™ fiiggvény Taylor sora az

(1+2)" = i (Z)x’f

k=0
hatvanysor tetszoleges valdés n szam esetén.

o0

Megoldds: Egy (analitikus) f(z) fiiggvény hatvéanysora f(z) = 3. cxz¥, ahol ¢o =
k=0
£(0) —lif() Jelen esetben, amikor f(z) = z" d—kf( ) =n(n—
»Ch = o xwzo. n n, amikor f(z) = 2", —7 f(z) = n(n
1) (n — 1
1)---(n —k -+ 1)z" % ahonnan ¢, = nin—1) k'(n k+1) = (Z) Ezért az

o0
(1 + )" fiiggvény hatvanysora > (Z) xk.
k=0

Be lehet latni, hogy |x| < 1 esetén az (1 + x)™ fiiggvény egyenlé a hatvanysordval.
Megjegyeztiik, hogy abban az esetben, ha n pozitiv egész szam, k > n, akkor (Z) = 0.

Ezért, ha n pozitiv egész szam, akkor az (1+ x)" fliggvény Taylor sora véges sok taghol
all, és ez az Osszeg megegyezik azzal az Osszeggel, amelyet a binomialis tétel sugall.

1
Hogyan viselkedik az 5z = (1 + x)~! fiiggvény hatvdnysora? Vegyiik észre, hogy
( k ) = (=1)( ]3‘ (=F) = (—=1)*, ahonnan (1 + z)* = Y (=1)*z*. Ismerds-e ez az
! k=0



eredmény? Hogyan néz ki az 1 fiiggvény hatvanysora? Mutassuk meg, (példaul az

T fliggvény hatvanysorat integralva, hogy
x

oo
log(1 + z) Z k“ 2
k=1

Helyettesitsiink be x = 1 értéket a fenti azonossagba. Azt kapjuk, hogy

1
1n2—1——+

11+1
3 4 5 ’

Valéjédban, indokldsra szorul, hogy az In(1+x) fliggvény hatvanysordba az x = 1 értéket
behelyettesitve valéban az In(1+1) = In 2 értéket kapjuk. Ez azonban néhany dltaldnos
(nem trividlis eredménybél kovetkezeik.)

Hazi feladat:

Szamitsuk ki az arctan x fiiggvény hatvanysorat. Mutassuk meg ennek segitségével
a kovetkez6 hires Leibniz nevéhez flir6d6 azonossagot.

T _ 1 1 n 1 n 1
4 3 5 79
7. Egy urnaban golyék vannak, amelyek tartalmazzék az 1,...,n szamokat. Kihuzunk

egymas utan k golyot. Hany kiillonbo6z6 hiizaseredmény lehetséges. Ha kiilonbséget
tesziink két huzassorozat kozott, amelyekben ugyanazokat a szamokat huztuk ki,
de més sorrendben, akkor n(n —1)---(n — k + 1) lehetéség van, ha nem tesziink

kiilonbséget, akkor <Z . Ha visszatevéssel huzunk és kiilonbséget tesziink kiilon-

bozé sorrendben kihizott ugyanazokat a szédmokat (ugyanolyan multiplicitassal)

tartalmazé huzassorozatok kozott, akkor a lehetséges huizasok szdma n”.

Az az eset, amikor visszatevéssel huzunk, de nem szamit a kiilonb6zé kihuzott
szamok sorrendje nehezebb, de egy ravasz észervétel segitségével megoldhatéd. Ez a
kovetkezo feladat targya.

8. Egy urndban golydk vannak, amelyek tartalmazzak az 1, ..., n szdmokat. Kihuzunk
egymas utan visszatevéssel k golyot. A kihtzott golydkat nagysdg szerint sorba
rakjuk. Hany kiilonb6z6 hizaseredmény lehetséges?

n+k—1
Valasz: ( + i . Ugyanis tekintsiink egy kapott hizassorozatot. Az elso

szamhoz adjunk 0-t a méasodikhoz 1-et, a harmadikhoz 2-t, ... a k-ikhoz k — 1-et.
Ilyen médon egy szigorian névekvé k hosszisagu sorozatot kapok amelyek elemei
az 1,2,...,n+ k — 1 szamok valamelyikét veszik fel. S6t ilyen médon kolesénosen
egyértelmi megfeleltetést adunk a lehetséges kihuizott sorozatok és az 1,2,...,n+
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10.

k — 1 halmaz k elemi részhalmazai kozott. Innen kovetkezik, hogy az adott tipusu
n+k—1

f .

Mi annak a valészintiisége, hogy lottéhtuzas eredményeként legalabb négyes taldlatot

érink el?

sorozatok szama (

Megoldds: Hény olyan kitoltése van a lottészelvénynek, amely (pontosan) 4 taldla-
tot biztosit? Az 5 jé szambol 4-et 5 féleképpen, a rosszat 85 féleképpen valaszthat-
juk, ezek mind kiilénb6z06 sorozatok, igy 5 -85 féleképp lehet pontosan 4 taldlatunk,

90
és 1 féleképpen 5 talalatunk. Az 6sszes lehetGség ( 5 > , és minden sorozat egyforma

5-85+1
90
(5)
Bizonyitsuk be a kovetkezd azonossagot: Minden nem negativ n, m és k egész
szamokra (tegyiik fel, hogy n +m > k)

()= @) (OG") GG -+ ()

Megoldas: A kovetkez6 kombinatorikai meggondolas bizonyitast ad. Szamoljuk
ki két kiillonb6z6 moédon annak valészintiségét, hogy egy urnabdl, amelyben n +
m (megkiilonboztethetd) golyé van, hényféleképp valaszthatunk ki k golyét. Ez

egyrészt " —l: mn , ami a baloldali kifejezéssel egyenld. Fessiink n golyét piros és

valoszinli. Ezért a keresett valdszintiség

s — S

ugy, hogy ezek koziil s piros és k—s fehér. Ezeket a kifejezéseket 0sszegezve minden
0 < s < k szamra egyrészt megkapjuk az azonossag jobboldalan szereplo kifejezést,
masrészt a balaldalon szerepld kifejezést szamoltuk ki més médon.

m golyot fehér szintire. Ekkor (n) km ) féle médon valaszthatunk ki k& golyét

Mdsodik megoldas: Erdekes lehet a kovetkezé megoldas, ami valéjaban altalanosabb
eredményt ad, mert azt mutatja, hogy az eredmény tetszoéleges valdés n és m szamra
érvényes. Azt haszndljuk ki, hogy egy fiiggvény egyértelmiien meghatarozza a
Taylor sordnak egyiitthatéja, mésrészt Taylor sorokkal (tehat végtelen Gsszegekkel
ugyanugy lehet szamolni, mint véges Gsszegekkel.

Irjuk fel, mit jelent az (1 + )"t = (1 4 z)"(1 + )™ azonosség e fliggvények
hatvanysoraira. Azt kapjuk, hogy

(e (S0 (S (0)).

n+m
Az azonossig baloldaldn z* egyiitthatéja ( —]: ), a jobb oldalon elvégezve a

ko (n m
szorzasokat olyan kifejezést kapunk, amelyben z* egyiitthatéja ( ) (k ),
s=0 \S -
és ez a két kifejezés megegyezik.



