A szeptember 30.-i gyakorlat témaja

El6szor felidézem azt, amit a valoszintiségszamitas modelljérol a mult 6ran elmond-
tam, mert ennek megértése hasznos lehet a tovabbiakban. Azt kell jol megérteni, hogy
milyen médon azonositunk a valdszintiségszamitasban eseményeket halmazokkal.

Vezessiik be az ugynevezett elemi eseményeket, amelyeket dltalaban w-val jeloliink,
és amelyeket tugy képzelhetiink el, mint a lehetséges kimeneteket vagy az Osszes le-
hetséges koriilmények megadésat, amelyek meghatarozzédk az események kimenetelét.
Egy esemény azt jelenti, hogy az elemi események valamilyike bekovetkezik, azaz bi-
zonyos elemi események halmaza kovetkezik be. Ez azt jelenti, hogy adva van bi-
zonyos elemi események w rendszere, egy esemény bizonyos w-kbdl allé halmaz, a biztos
esemény az Osszes w-t tartalmazo halmaz. Ezt szokéas (2-val jelolni. Az események az €2
részhalmazai. Nagyon fontos definidlni az A események P(A) valdészinliségét definidlni.
Vegyiik észre, hogy ha tekintjiik bizonyos eseményeknek megfelel6 halmazokat, akkor
annak az eseménynek, hogy ezek események valamelyike bekovetkezik megfelel a neki
megfelel6 halmazok uniéja, annak az eseménynek, hogy ezek mindegyike bekovetkezik
az eseményeknek megfelelé halmazok unidja felel meg.

Megtargyaltuk a kovetkezo feladatot

0.) Egy szabdlyos pénzdarabot feldobunk 20 alkalommal. Adjuk meg ennek egyik
lehetséges valdszintiségi modelljét.

Megoldds: Legyenek az elemi események az Osszes w = (F,1,...) lehetséges 20
hosszisagu fej-irds sorozatot. Legyen () az Osszes 20 hosszisagu sorozatok hal-
mazat, és A az Q Osszes lehetséges részhalmaza. Definidljuk az {w} elemi ese-
ményeket tartalmazé halmazok valészintiségét P({w}) = 2720 az Osszes lehetséges
elemi eseményre. (Ez jelenti azt, hogy szabdalyos érmét dobtunk fel egymastol fiig-

getleniil.) Altalaban pedig legyen P(A) = 3 P({w}).
w€eA

Az el6z6 modon konstrualhatunk valdsziniiségi modelleket abban az esetben, ha
véges (vagy megszamlalhatéan végtelen) lehetséges kimenete van egy kisérletnek. De ha
a lehetséges kimenetek szama megszamlalhatondl is tobb akkor komoly elvi nehézségek
lépnek fel. Ez a probléma természetes feladatokban is felmeriil, példaul akkor, ha egy
szabalyos péndarab végtelen sok egymaéstol fiiggetlen feldobéaséat tekintjiik. Ebben az
esetben is természetes modon (a véges sok kimenethez) hasonléan definidlhatjuk az el-
emi eseményeket, de az események valdszinliségének definiciéjaban komoly problémak
meriilnek fel. Legyenek az w elemi események a végtelen fej-irds sorozatok halmaza, az
elemi események valészinlisége nulla. Az események bizonyos elemi eseményeket tartal-
mazé halmazok. Ezek valdszintiségét viszont nem tudjuk olyan egyszertien definidlni,
mint a véges esetben. Egy tipikus esemény (halmaz) ugyanis kontinum sok elemi
eseményt tartalmaz, és nem magatol értet6dé az, hogy hogyan definidljuk az ilyen
események valdszinliségét.

1. Adjunk valészinliségszamitasi modellt egy szabdlyos pénzdarab végtelen dobésso-
rozatéra.



Megoldas: Legyenek az w elemi események a végtelen fej-irda sorozatok halmazai,
az ) biztos esemény az Osszes lehetséges fej-irds sorozatot tartalmazd halmaz.
Definiani kell az eseményeket és azok vakdszinliségét. Az események az ) halmaz
részhalmazai. Bizonyos halmazok valdszintiségét természetes médon definidlhatjuk.
Tekintsiik azt a halmazt, amelyik az Gsszes olyan fej-irds sorozatot tartalmazza,
amelyiknek az elsé n eleme elé van irva. Az ilyen halmazok valdszintisége 27". Ez
annak felel meg, hogy az els6 n dobas eredményét el6irjuk. Tovabba elvarjuk, hogy
amennyiben bizonyos diszjunkt események valdszinliségét definialjuk akkor ezen
unidjanak is definialjuk a valdsziniiségét, mint az egyes események valdszintiségének
az Osszegét. Ilyen modon nem definidljuk minden esemény valdszintiségét, de az
Osszes szamunkra érdekes esemény valdoszintiségét ilyen modon definidltuk. Tovabba
ez a definicio értelmes, azaz egy esemény valdszintiségének a definiciéja, amelyet
kiilonb6z6 mdédon allithatjuk eld, nem fiigg az eléallitastol. Tovabba ilyen mdédon
egy ugynevezett o-algebran definidltuk a valészintiséget, ami o-additiv. E fogal-
mak definicidéja szerepelt az el6adédson, ezért ennek targyalasat nemm részletezem.
Viszont megjegyzem, hogy itt olyan elméleti eredményeket hasznalunk fel, ame-
lyek vizsgalata alapos ismereteket és nehéz bizonyitasokat igényelnek. De ennek
targyaldsa nem témadaja a mi gyakorlatunknak. Elég elfogadni azt a tényt, hogy
minden értelmes konstrukciéban teljesiilnek a valészintiségszamitas alapveto tulaj-
donsagait eloiro feltételek.

Egy fontos fogalom a feltételes valészintiség fogalma. Szemléletesen a kovetkezordl
van sz6. Egy A esemény P(A) valdsziniisége azt fejezi ki, hogy mennyire valészinii a
bekovetkezése. Viszont ennek a bizonyossagnak a mértéke megvaltozik, ha tudjuk, hogy
egy B esemény bekovetkezett. Ezéert definidjuk az A esemény feltételes valdszintiségét,
P(ANnB) _,
————~. Bar

P(B)

az aldbbi azonossag trividlis, fontossdga miatt érdemes kiilon megfogalmazni.

feltéve, hogy a B esemény bekovetkezett. Ennek definicidja P(A|B) =

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(B), ha P(A)>0¢és P(B) > 0.

Tovabbi egyszerti, de hasznos észrevételek:
Ha Bq,..., B, a valdsziniliségi mez6 egy particidja, azaz a Bi,..., B, események
diszjunktak, és |J By = (2, akkor
k=1
P(A)=P(ANBy)+PANBy)+---P(ANB,)
= P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2) + -+ - + P(A|By) P(B)

minden A halmazra. Ezért

_ P(BinA) P(A|B1)P(B)
P(B|A) = P(A)  P(A|B)P(By)+ P(A|By)P(By) +---+ P(A|B,)P(B,)’

Természetesen hasonlé Osszefliggés irhato fel a P(B,|A) feltételes valdszintiségre tetszo-
leges j indexre. A fenti egyszerli Osszefliggés fontossagat az adja, hogy lehet6vé teszi
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a P(B;|A) feltételes valészintiségek kiszamitdsat a ‘forditott’ P(A|B;) valdszintiségek
ismeretében, feltéve, hogy ismerjiik a P(B;) valészintiségeket.

2.

Egy didk a feltett kérdésre (hdrom lehetéség koziil kell kivalasztani a megfelel6t)

1
p valdszintiséggel tudja a helyes valaszt. Ha nem tudja, akkor tippel, és ez —
valészintiséggel ad helyes eredményt. Mi a feltételes valdszintisége annak, hogy

tudja a vélaszt feltéve, hogy helyes valaszt adott?

Megoldas: Jelolje A azt az eseményt, hogy tudja a helyes valaszt, B azt az eseményt,
P(ANB
hogy helyes valaszt ad. A P(A|B) = (PTW)
vagyunk kivdncsiak. Ekkor P(ANB) = P(A) = p, P(B) = P(ANB)+ P(ANB) =
_ _ - 1 1
P(A)+ P(BJA)P(A) = P(A) + (1 — P(A))P(B|A) = 3 =P + 5(1 — p). Innen
b

P(AB) = —————.

p+3(1-p)

Egy urnaban z zold és s sarga goly6 van. Egymas utan kihizunk négy golyot ugy,
hogy minden hiizas utan a goly6t visszadobjuk az urnaba, és vele egyiitt az urnaba

dobunk 2 ellenkez6 szini golyét. Mi a valdszintisége egy zold, zold, zold, sarga
hizéssorozatnak?

feltételes valdszintiség értékére

Megoldas: Kiszamoltuk annak valdszinliséségét, hogy az elsé huzas eredménye
Z=(z6ld), annak feltételes valésziniiségét, hogy a mésodik hizas Z, feltéve, hogy az
els6 huzas Z, annak a feltételes valdszintiségét, hogy a harmadik hiizas eredménye
Z feltéve, hogy elotte Z, 7 és annak feltételes valdszintiségét, hogy a negyedik

htzas eredménye S feltéve, hogy elotte Z, Z, Z huzéas volt. Ez a valdszinliség, il-

6
letve feltételes valdszintliségek : , & , : , st . A Kkeresett
z+s z+s+2 z+s+4 z+s+6
z z z s+6

z+s z24+5+2 24+5+4 z+5+6

Reggel valaki hazulrdél elmenve a lakéaskulcsot elteszi, mégpedig ugy, hogy 0.5
valoszinliséggel teszi a kabatzsebébe, 0.3 valdsziniiséggel a nadragzsebébe és 0.2
valészintiséggel a mellényzsebébe. A nap folyaméan mindenfelé jar, ezért a lakaskulcs
a kabatzsebébol 0.1, a nadragzsebébdl 0.2, a mellényzsebébol viszont 0 valdszini-
séggel esik ki. Este hazatérve emberiink el6szor a kabat majd a nadragzsebében
keresi a kulcsot, de egyik helyen sem talalja. Mi annak a valdszinlisége, hogy a
lakéskulcs ott van a mellényzsebében?

valoszintliség

Megoldas: Jelolje Ay azt az eseményt, hogy emberiink a lakaskulcsot a kabat
Ao, hogy a nadrag és As, hogy a mellényzsebébe tette. Jelolje tovabba B azt
az eseményt, hogy a kulcs nem veszett el. Ekkor feltételeink szerint az A;, As
és As események egymast kizaréak, P(A;) = 0.5, P(A2) = 0.3, P(A3) = 0.2
tovabba P(B|A;) = 0.9, P(B|A2) = 0.8 és P(B|As) = 1. Vezessik be a C =
(BN Ay) U (BN Ay) U Az eseményt. Ekkor C jelenti azt az eseményt, hogy em-
berlink este nem taldlta a lakaskulcsot sem a kabat sem a nadragzsebében. Ezért
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. _ P(BNC)

minket a_P(B]C) = - P(C) i I

P(A1NB)+ P(As N B) + P(A3) = P(B|A1)P(Ay) + P(B|A2)P(As) + P(A3) =

0.1-0.5+0.2-0.3+0.2=0.31, és P(BNC) = P(BN A3) = P(A3) = 0.2. Tnnen a
20

feltételes valdszintliség érdekel. Viszont P(C) =

inket érdeklo feltétel 16szintiség értéke —— = —.
minket érdeklo feltételes valosziniiség érteke o0 = oo

A Fazekas konyv egyik feladata (3.4 Példa a 32. oldalon) arrdl szél, hogy ha
egy n létszamu csoportban r véletleniil kivalasztott didknak dolgozatot kell irni,
mi annak a feltételes valdsziniisége, hogy a legrosszabb didknak is dolgozatot kell
irni, feltéve, hogy a legjobb didk is dolgozatot ir. Heurisztikusan ugy érvelhetiink,
hogy ha a legjobb didk dolgozatot ir, akkor annak (feltételes) valdszintisége, hogy
a legrosszabb didk is dolgozatot ir, azzal egyenld, hogy a maradék n — 1 didk

kozil 6t is kivalasztjak a maradék r — 1 dolgozatiré kozé, tehat Kissé
n —
e : ) r(r—1)
pontosabban, annak valésziniisége, hogy mind a ketten dolgozatot irnak, ﬁ’
n(n —

annak, hogy a legjobb didk dolgozatot ir Z, ahonnan kovetkezik az allitas. Ha a
n

konyvben szereplé eredményt egyszeriibb alakra hozzuk, latjuk hogy az eredmény
helyes. Adjunk kozvetlen, a szemléletet koveto preciz bizonyitast arra, hogy a fenti
formuldk az adott valdszintiségekre helyesek.

Megoldds: Az urna visszatevés nélkiili htuizas modelljének érvelését alkalmazhatjuk
ebben az esetben is. Tegyiik fel, hogy egymads utan kivalasztjuk a dolgozatot
irékat, Minden lépésben az eddig ki nem vélasztottak valamelyikét valasztjuk ki
egforma val6szintiséggel. Ha kijeliiljiik (az urnabdl valé hizasnal szerepld érvelést
haszndalva) egy kiilon (egy elemii) csoportba a legjobb, egy kiilon (egy elemii) cso-
portba a legrosszabb didkot, egy kiilon csportba az Osszes tobbit, akkor rogzitve
egy 1 < j,k <r,j# k szampart kapjuk, hogy annak a valdszintisége, hogy a j-ik
valasztasnal valasztunk az elso, a k-ik valasztaskor a mésodik csoportbdl, mege-
gyezik annak a valdszintiségével, hogy az elsé vélasztaskor véalasztunk az elso és a

masodik valasztaskor a masodik csoportbol. Ennek valdszintisége viszont

n(n—1)
Mivel a fenti események kiillonboz6 (j, k) szampéarokra kizarjék egymaést, ezért an-
-1
nak valdszinlisége, hogy a legjobb és alegrosszabb didk is dolgozatot ir %
n(n —

Hasonléan, lathaté, hogy annak a valdszintisége, hogy a legjobb didk dolgozatot ir

r ‘ Y
az — szammal egyenld.
n

Mi annak a val6szintisége, hogy egy (szabélyos) dobékocka mindkét dobasanak az
eredménye hatos feltéve, hogy legalabb az egyik dobas hatos?

Megoldas: Jelolje A; azt az eseményt, hogy az els6 dobas eredménye hatos, As
azt az eseményt, hogy a masodik dobas eredménye hatos. Akkor minket a P(A1 N
As|A; U Ag) feltételes valdszintliség érdekel. Viszont

P((A1NA) N (A UAg))  P(A N Ay)
P(A; U Ay) -~ P(AUAy)’

P(A1NA3|A1 U Ag) =
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1 - - 25 11
Masrészt P(A1NAy) = —, P(AiUA)=1—-—P(A1NA)=1——=—.1
asrészt P(A; 2) 26’ (A 2) (A 2) 36~ 36 nnen
a keresett feltételes valoszintiség —.
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A kovetkezé (egyszerii) feladat célja az, hogy 6sszehasonlitsuk annak eredményét az
elobb targyalt feladattal, és megbeszéljiik mast jelent az a feltételt, hogy két kockadobas
kozil az egyik hatos, és az hogy adédott hatos dobas. Képesek vagyunk-e szemléletiink
alapjan szamolas nélkiil megmondani, melyik feltevés mellett nagyobb annak a feltételes
valészintisége, hogy mind a két dobés hatos?

7.) Egy szabélyos dobdkockat feldobunk kétszer egymdas utdan. Mi annak a valdszini-
sége, hogy mind a két dobas hatos, feltéve hogy az els6 dobas hatos?

Megoldas: Jelolje A1 azt az eseményt, hogy az els6 dobds hatos, Ay pedig azt az
eseményt, hogy a masodik dobas hatos. Ekkor A; N As az az esemény, hogy mind a
két dobds hatos, és minket a P(A; N Az|A;) feltételes valdsziniiség értéke érdekel.

ViSZOIlt, P(Al N AQ’Al) = P(ﬁzjlz;b) = P(jjal()fi()A2) = P(A2) = é

Hazi feladat:

Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk haromszor egymds utan. Mi a feltételes
valészintlisége annak, hogy mind a harom dobés fej, feltéve, hogy legalabb két fej-
dobas tortént?



