A szeptember 23.-i gyakorlat témaja

1. Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk végtelen sokszor. Mutassuk meg, hogy annak
a valosziniisége, hogy nem lesz fejdobas nulla. Annak valészinlisége, hogy legfeljebb
100 fejdobés lesz szintén nulla.

Megoldas: Annak valészintisége, hogy az elsé n dobasban nem lesz fejdobas, azaz
csupa irdsdobas kovetkezik be 27™. Annak valdsziniisége, hogy egyaltalan nem
lesz fejdobas megegyezik annak az eseménynek a valdszintiségével, hogy minden n
szamra az els6 n dobasban nem lesz fejdobas, és ennek valdszintisége kisebb, mint
27" minden n = 1,2,... szamra. Innen kovetkezik, hogy a vizsgalt valdsziniiség
nulla. Hasonléan annak az eseménynek a valdsintisége, hogy az elsé 100n dobasban
legfeljebb 100 fejdobés kovetkezik be kisebb, mint annak a valdszintisége, hogy vagy
az els6 100 sem a 101. és 200. kozotti sem az 100(n — 1) + 1. és 100n. kozotti
dobdsban nem torténik tiszta fejdobés sorozat, és ennek valészintisége (1 —27100)",
Ezért annak valészintiisége, hogy egyaltalan nem kovetkezik be fejdobés kisebb, mint
(1 — 2_100)n minden n szamra, tehat nulla.

2. Ledobunk az egység intervallumra egy pontot véletleniil egyenletes eloszlasban, azaz
annak val6szintisége, hogy a ledobott pont egy [a, b] intervallumba esik, [a, b] C [0, 1]
b — a-val egyenld. Lassuk be, hogy annak valészintisége, hogy a ledobott pont
pontosan a & pontba esik nulla.

Megoldds: Annak valészintisége, hogy a ledobott pont a & pontba esik kisebb, mint
annak a valdszinlisége, hogy a ledobott pont a [% —e, 5+ 6] intervallumba esik.
Ez igaz minden € > 0 szamra. Ez csak Ugy lehetséges, ha a vizsgalt valdszinliség
nulla.

Fontos megjegyzés: Az tres, be nem kévetkezé esemény valdszinisége nulla. Az
elébb tdrgyalt egyszeri feladatok azt mutatjik, hogy lehetséges az, hogy egy esemény
bekdvetkezhet, a valosziniisége mégis nulla. Nagyon fontos, hogy ezt jol megértsiik.

3. Egy szabalyos dobdkockat sokszor feldobunk egymas utan. Mi annak a valdszinii-
sége, hogy a 3. hatos dobas a 20. vagy az egyik késébbi dobasban jelenik meg?

Megoldas: Ez azt jelenti, hogy az els6 19 dobasban nulla, egy vagy két hatos jelenik

meg. Ennek valészinlisége ? 19-|— 19 ? b 1_|_ 19 § o 1 2
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mdsodik megoldas: Ez azt jelenti, hogy a harmadik hatos dobds eredménye a 20, 21,
22 vagy valamelyik kés6bbi dobds eredménye. (Tudni kell, hogy egy valdszintiséggel
el6bb-ut6bb megjelenik a harmadik fej-dobds.) Ennek valészintisége
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Annak érdekében, hogy megértsiik az els6 megoldas jogossagat lassuk be, hogy
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3a. Annak, hogy egy szabdlyos dobokocka végtelen sok egymas utani feldobasa sordn
nem jelenik meg harom hatos nulla a valészintisége. Valgjaban ennek a feladatnak
a megoldéasa hasonld az els6 feladat megoldasahoz, de leirom.

Megoldas: Az allitas ekvivalens azzal, hogy annak valdszintisége, hogy bekovetkezik
legalab harom hatos dobéas 1. Ez utébbi esemény valdszintisége viszont nagyobb
mint az, hogy (akdrhogyan is rogzitiink egy n egész szamot) annak val6szintisége,
hogy az els6 n dobas koziil legalabb egy hatos, az n + 1-ik és 2n-ik dobas kozotti
dobéasok koziil legalabb az egyik hatos és a 2n+ 1-ik éa 3n-ik dobas kozotti dobasok
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kozil legalabb az egyik hatos. Ennek valdszinlisége viszont (1 — 6) > . Ezért

a vizsgalt valészinliség ennél a szamnal nagyobbnak kell lenni tetszéleges n-re, ami
csak ugy lehetséges, hogy ez a valdszintiség 1.

Felmeriilhet az a kérdés, hogy hogyan lehet megmutatni valészintliségi meggon-
dolasok nélkiil azt, hogy az elébb targyalt feladat két megoldasaban szereplo két lat-
szolag teljesen kiilonbozé kifejezés megegyezik. Megmutatom, hogy hogy a masodik
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Osszegben szerepld végtelen Gsszeg Osszegezhetd a (1 + z)® = > ):z;k, ha |z| < 1
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valos a szdmra érvényes, tekintheto gy mint az altaldnositott binomidlis tétel, és az
(1 + x)* fiiggvény Taylor sorfejtésébdl kovetkezik.) Azt kell észrevenni, hogy
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4. Egy urndban 20 piros és 30 fehér golyé van. Kihizunk egymas utan 10 golydt
visszatevéssel. Mi annak a valdszintisége, hogy az elsé huzas piros? Mi annak a
valészintisége, hogy a masodik hizas piros? Annak, hogy az 6todik hizéas piros?
Annak, hogy az elsé és masodik huzéas piros? Annak, hogy a maéasodik és 6todik
htzas piros?

aonossag segitségével, ahol < . (A fenti azonossdg minden
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Megoldas: Minden goly6t egyforma valdszintiséggel hizunk ki, hisz piros és har-
minc fehér golyd koziil valaszthatunk. Ezért annak a valdsinlisége, hogy az els6
hizéas eredménye piros ezért %. Ugyanez a valdszintisége annak, hogy a masodik
vagy annak a valészintiisége, hogy az 6todik hizas piros szintén %, ugyanis minde-
gyik esetben 50 golydbdl kell kivalasztanunk 20-t, mindegyik golyé hizésa egyforma
valoszinli. Hasonléan lathatd, hogy annak valdszintisége, hogy az elsé és masodik
htzas piros, (%)2, és ugyanez annak a valdsziniisége, hogy a masodik és otodik
htzas piros.
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Az el6z6 feladat szamunkra els6sorban azért érdekes, mert parhuzamba allithato a
kovetkezo feladattal.

Egy urnaban 20 piros és 30 fehér golyé van. Kihtzunk egymas utan 10 golydt
visszatevés nélkiil. Mi annak a valdszinlisége, hogy az els6 huzéas piros? Mi annak
a valészintlisége, hogy a masodik huzas piros? Annak, hogy az 6todik hiuzas piros?
Annak, hogy az els6é és masodik hizas piros? Annak, hogy a maéasodik és 6todik
hizés piros?

Megoldas: Annak valdsziniisége, hogy az els6 huzas piros 3—8, annak a valbéazintisége,
hogy az els6 és masodik huzas piros %%. Ez hasonléan lathaté, mint az el6zo
feladat megoldasa. Annak valésziniisége, hogy a mésodik hizéas piros megegyezik
annak a valdészintiségével, hogy vagy az els6 huzas piros és a masodik huzas piros

vagy az els6 huzéas fehér és a masodik hiizds piros. Ennek valészintisége %1949 +

3020 20(19+30) _ 20 . . ;s s ’ .
2099 = o019~ = io- Dz azt jelenti, hogy annak valdsziniisége, hogy a masodik

hizas piros megegyezik annak valdszintiségével, hogy az els6 hizas piros. Annak
valoszinlisége, hogy a masodik és 6todik hizas megegyezik annak valoszintiségével,
hogy az elsé és a masodik hiizés piros. Ez belathaté hasonléan az el6z6 szamolashoz,
de ez kissé bonyolult. Megmutatjuk, hogy az események halmazokkal val6 repre-
zentacidjaval ez a feladat egyszeriibben megoldahatd.

Vezessiik be a kovetkez6 eseményeket az eléz6 feladatban: Legyen A(eq,...,e10),
e; = £1, 1 < j <10 az az esemény, amelyik akkor kovetkezik be, ha a 10 hazas
soran a j-ik huzas piros, ha az €; koordinda 1, és a j-ik hdzas fehér, ha a j-ik
htzas fehér. Ezt az eloirast minden 1 < j < 10 indexre megkOveteljiik. Lassuk be,
hogy ilyen médon a valészintiségi mezd egy 2'0 elemii particiéjat definidltuk, az az

esemény, hogy a masodik és 6todik hiizas piros megegyezik az | A(e1,...,€10)
eg=1l.e5=1
esenénnyel, az az esemény pedig, hogy az els6 és méasodik hizas piros megegyezik

az U  A(er,...,€10) esenénnyel. Mutassuk meg, hogy az A(e1,...,€10), €5 =
61:1.62:1

+1, esemény valosziniisége csak az esemény definiciojdban szerepld e; = 1 és ¢; =

—1 koordinatdk szamatol fiigg, de fliggetlen azok sorrendjétol. Lassuk be ezen

észrevételek segitségével az 5. feladat hianyz6 részét.

Megoldds: Mutassuk meg, hogy az A(e1,...,€10), €; = £1, események nyilvanva-
l6an diszunktak kiiltinb6zoek kiilonbozé koordinatédk esetén, unidjuk pedig a biz-
tos esemény, hiszen tartalmazzak a 10 hosszisdgi huzéssorozat Osszes lehetséges
kimenetelét. Ez jelenti azt, hogy a felsorolt halmazok particiét alkotnak. Az, hogy
az adott kifejezések a masodik és 6todik hiuzasban tortént piros huzas illetve az
els6 és masodik hizdsban tortént piros huzast jelent hasonléan lathato. Annak
valdszintisége, hogy egy olyan A(eq,...,€10), €; = £1 esemény kovetkezik be, ame-
lynek koordinatai [ piros és 10 — [ fehér hizast tartalmaznak egyenld a

- 20-19---(20—1+41)-30-29---(30 — (10— 1) + 1)

B 50 -49---41

kifejezéssel, hiszen amikor kiszamoljuk ezt a valOszinliséget ez a kifejezés jelenik
meg, az €;-k sorrendje csak a szdmldloban szerepl6 tényezok sorrendjének megje-
lenését befolyédsolja. Vegyiik észre, hogy amennyiben a maéasodik és 6todik huzas

P(l)
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piros akkor az, hogy 0sszesen [ piros hiizas kovetkezik be (Z_SQ) Aler,...,€10), €5 =
+1 esemény bekovetkezésekor torténik meg, amelyek mindegyikének valdsziniisége
P(l). Ezért annak a valdszintisége, hogy a masodik és 6t6dik hiizés piros és Gsszesen

[ piros huzas kovetkezik be (lfz)P(l), annak valdszintisége pedig, hogy a mdsodik

8
és 6todik hizds piros > | (l_SQ)P(l). Hasonlé médon annak a valészintisége, hogy az
1=0

8
els6 és masodik hiizas piros ) (l_SQ)P(l), tehat a két valésziniliség megegyezik. A
1=0

feladat tovabbi allitasai hasorﬁéan lathatoak.
Hazi feladat:

Egy urnaban 20 piros és 30 fehér golyé van. Kihizunk egymas utan 10 golydt
ugy hogy minden htuzas utdn a golydét visszadobjuk az urnaba, és vele egyiitt
visszadobunk két ugyanolyan szini golyét. Mutassuk meg, hogy annak a va-
l6szinlisége, hogy az els6é és masodik kihuzott golyd piros megegyezik annak a
valésintiségével, hogy a mésodik és 6todik kihtzott golyd piros.

. Legyen adva végtelen sok Ai, As,... esemény. Fejezziik ki ezen események se-
gitségével az Unid, metszet és komplementer leképezések felhasznédlasaval azt az
eseményt, hogy az A1, As, ... események koziil végtelen sok kovetkezik be.

Megoldas: Az az esemény, hogy az Ap, Ao, ... események koziil végtelen sok ko-

vetkezik be gy is megfogalmazhatd, hogy barmely n indexre 1étezik olyan N > n

index melyre az Ay esemény bekovetkezik. Rogzitett n szdmra az az esemény,

hogy bekovetkezett az Ay esemény valamely N > n indexre felirhaté mint a B,, =
oo

U An esemény. Az, hogy a B, események mindegyike bekovetkezik az C' =
n=N

oo oo oo o0
(| B, esemény. Ezért a vizsgalt esemény felidhaté C = (| B, = () < U AN)
n=1 n=1 n=1 \n=N

alakban irhaté.

Hazi feladat:
Fejezziik ki unid, metszet és komplementerképzés segitségével azt az eseményt,
hogy végtelen sok Ai, As,... események koziil véges sok kivételével mindegyik
bekovetkezik.

. Adjunk valészintiségi modellt a negyedik és 6todik feladatban szerepl6 feladatra.

Megoldas: Tekintsiik azt az 2 halmazt, amelynek w elemi eseményei a lehetséges
hizéassorozatok halmaza, azaz w egy tiz hosszusagu fej-irdas sorozat. §2, a biztos
esemény, az Osszes lehetséges huzdssorozatot tartalmazdé halmaz, A pedig az €
Osszes lehetséges részhalmazabdl allé o-algebra. Adva egy A € A halmaz, en-

nek P(A) valdszintisége egyenls a P(A) = > P({w}) Osszeg értékével. Eddig a
weA
pontig a visszatevéses és visszatevés nélkiili huzassorozatot leiré modell definiciéja

megegyezik. A kiilonbség akkor jelenik meg, amikor az elemi események P({w})
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valészintiségét definialjuk. Ez abban az esetben, ha az w hizéssorozat [ piros és

10 — | fehér hiizést tartalmaz, akkor a visszatevéses esetben P({w}) = P(l) =

2 l 3 10—1 , . , 17 eeqe
(g) (3) , mig a visszatevés nélkiili esetben

20-19---(20—1+1)-30-29---(30 — (10 — 1) + 1)

P({w}) = P()) S0 101

Ha marad még id6, megtargyaljuk a kovetkez6 feladatot is.

. Adjunk valdszintiiségszamitasi modellt egy szabalyos kocka végtelen dobassorozata-
ra.



