A szeptember 16.-i gyakorlat témaja

El6szor osszefoglalom azokat az eredményeket, amelyeket az el6z6 eldadason fel-
idéztem a végtelen halmazokrél. Arrdl volt sz6, hogy két halmaz azonos elemszami, ha
1étezik elemeik kozott kolesonosen egyértelmli megfeleltetés. Ezt az észrevételt Georg
Cantor tovabbfejlesztette, és kidolgozott egy a végtelen halmazok nagysaganak Ossze-
hasonlitasat lehet6vé tevo elméletet.

Két (véges vagy végtelen) halmazt azonos szanossagunak neveziink, ha létezik ele-
meik kozott kolesonosen egyértelmli megfeleltetés. Specidlisan egy végtelen halmazt
megszamlalhaténak nevezziink, ha létezik kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés e hal-
maz és a természetes szamok halmazanak elemei kozott. Ez ugy is megfogalmazhatd,
hogy a halmaz elemei egymas utan felsorolhatéak gy, hogy el6bb vagy utébb mindegyik
elem sorra keriil. Megjegyzem, hogy Cantor definidlta azt is, hogy mikor neveziink egy
halmazt nagyobb szamossagunak, mint egy mésikat. Azt mondjuk, hogy egy A hal-
maz szamossaga nagyobb mint egy B halmaz szamossaga, vagy egyenlo vele, ha 1étezik
a B halmaznak egy olyan leképezése az A halmazra, amelyikben a B halmaz min-
den elemének az A halmaz kiilonbo6z6 elemét feleltetjiik meg, de nem koveteljiik meg,
hogy az A halmaz mindegyik eleme megjelenjen képként. Be lehet latni, hogy az igy
definialt ‘nagyobb vagy egyenld’ fogalom rendelkezik azokkal a tulajdonsagokkal, ame-
lyeket elvarunk, de ennek bizonyitasa nem egyszerii.

Felidéztem, hogy végtelen halmazok nagysaganak 6sszehasolitasakor olyan eredmé-
nyek jelennek meg, amelyek els6é hallasra kissé meglepoek. fgy megtargyaltuk, hogy
a raciondlis szdmok halmaza megszamldlhatd, azaz e halmaz szamossaga megegyezik
a természetes szamok halmazaval, noha a természetes szamok halmaza csak egy kis
részét képezi ennek a halmaznak. Viszont a valds szamok halmazanak szdmossiga
nagyobb, mint a természetes szamok szamossaga, tehat vannak kiillonb6z6 szdmossagu
végtelen halmazok. A valds szamok szamossagat kontinumnak nevezik az irodalomban.
Végiil megjegyeztem, hogy a sik halmazainak vagy a folytonos fiiggvények szamossaga
szintén kontinum, viszont a [0, 1] intervallumon definidlt fiiggvények szamossaga még a
kontinumnal is nagyobb.

A koovetkez6 kombinatorikai eredményeket is megtargyaltuk.

Egy urnaban golyék vannak, amelyek tartalmazzék az 1,. .., n szamokat. Kihtizunk
egymas utan k golyét. Hany kiilénboz6 huzaseredmény lehetséges?
Ha visszatevés nélkiil hizzuk ki a golyodkat, és kiillonbséget tesziink két huzassorozat
kozott, amelyekben ugyanazokat a szamokat hiuztuk ki, de més sorrendben, akkor
n(n—1)---(n—k+1) lehet6ség van, ha nem tesziink kiillonbséget kozottiik, akkor
n
k

Ha visszatevéssel hiuzzuk a golydkat és kiillonbséget tesziink kiillonboz6 sorrendben
kihtizott ugyanazokat a szamokat (ugyanolyan multiplicitassal) tartalmazé hizas-
sorozatok kozott, akkor a lehetséges hiizdsok szama n*.

Ha visszatevéssel huzzuk a golydkat, és azokat huzas utdn nagysag szerint sorba
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rakjuk, akkor ilyen médon (n +: ) kiilonboz6 htzassorozat keletkezhet.

. Egy téban 10000 hal van. Véletleniil kihaldsznak bel6le 1000 darabot, ezekre piros
pottyot festenek és visszaengedik 6ket a toba. Ezutan ismét kifognak véletlentil
1000 halat. Mi annak a valészintisége, hogy a kifogott halak kozott 100 megfestett
van?

(1000) (9000)
Megoldas: 1001 000 0900 . Ugyanis a mésodik fogasban 0sszesen (110000000) féle
( 1000 )
fogdseredmény lehetséges, és minden fogdseredmény egyformén valészini. (A ha-
lakat megkiilénboztetjiik.) Az olyan fogdseredmények szama, amelyekben az 1000
pirossal megjelolt halbdl 100-t a 9000 meg nem jelolt halbdl pedig 900-t fogtak ki
1000 /9000
( 100 ) < 900 > '
Megjegyzés: A gyakorlatban el6fordul6 kérdés ennek forditottja. Elvégezzik a fenti
kisérletet, Osszeszamlaljuk a megfestett halakat, és ebbdl probalunk kovetkeztetni

a toban levo halak szamara. Hogyan érdemes ezt csindlni? Ez a kés6bbiek témaja
lesz.

. Egy hézibulira 50 embert hivnak meg. Mindenki egyméstdl fliggetleniil 0.5 valdszi-
niséggel megy el. Mi annak a valdszinlisége, hogy lesznek vendégek a hazibulin?

Megoldas: Mint sok egyéb esetben, most is érdemes az esemény be nem kovetke-

50
zésének a valdoszinliségét kiszamolni. Ez (5) . fgy annak valészintiisége, hogy
1\
valaki eljon 1 — <§) .

. Egy hazibulira 50 embert hivnak meg. Mindenki egyméstol fiiggetleniil 0.5 valészi-
niiséggel megy el.

a) Mi annak a valésziniisége, hogy pontosan 3 ember jon el?

b) Mi annak a valdszinilisége, hogy Annak, hogy legaldbb harom ember jon el?

s (2) () o (1 (3) () ()

. Valaki jatékra hiv fel. Egy allitélag szabdlyos pénzdarabot dob fel egymas utan
10 000-szer. Fejdobas esetén 6 nyer egy forintot iras dobds estén mi. A dobéasok
eredményeként 5500 fejdobas tortént. Mi annak a valészintisége, hogy egy szabdlyos
pénz feldobdsa esetén a fejdobasok szama legalabb 55007

1%)0 (10000) 9—10000

A k

k=5500

Valéjaban, ezzel a feladat megolddsaval nem vagyunk kész. Arra is kivancsiak
vagyunk, hogy ez a szam koriilbeliill mekkora. Ki tudjuk-e ezt szdmolni kevés

Megoldas: Ez a valoszinliség
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szamolassal viszonylag rovid ido alatt? Az igazi, minket érdeklo kérdés az, hogy
pechiink volt-e, vagy a jatékot javaslo személy csalt, a pénzdarab nem volt szaba-
lyos. Ehhez a kérdéshez késébb még visszatériink.

Megbeszéltiik, hogy az a kérdés, hogy az adott dobédssorozat esetén elhissziik-e azt,
hogy a pénzdarab szabdalyos-e a matematikai statisztika egy fontos kérdésének a
hipotézésvizsgalatnak specidlis esete. Az altlalanos kérdés az, hogy egy elvégzett a
véletlentol is fliggo kisérletsorozat alapjan elfogadjuk-e, hogy egy adott feltételezés
(hipotézis) helyes-e. Ha a hipotézis érvényes és mi mégis elvetjiik azt nevezzik
els6 faju hibanak. Ha a hipotézis nem teljesiil és mi mégis igaznak fogadjuk el, azt
masodfaju hibdnak nevezziik. Azt a feladatot szoktdk vizsgdlni, hogy megengedve
eldirt els6faju hibéat (ezt altaldban 0.05 vagy 0.01-nek szokdas valasztani) hogyan
tudjuk a méasodfaju hibat minimalizalni. Megjegyeztiik azt is, hogy a valdszintiség-
szamitas egyik alapveté eredménye a centralis hatareloszlastétel segitségével meg
lehet hatarozni egyszertien az ebben a feladatban tekintett valdszintiség jo kozelitd
értékét. Ennek alapjan a fenti esemény bekovetkezése rendkiviil valdszintitlen.

. Egy gyakorlatra véletlenszertien 24 hallgaté jon el. Mi annak a valdszintisége, hogy
van kozottilk két ember, akiknek ugyanazon a napon van a sziiletésnapjuk?

Megoldas: Szamitsuk ki annak a valészinliségét, hogy nincs ilyen ember. Képzeljiik
el, hogy egymasutan megjelennek a hallgatok, valaki felirja a sziiletésnapjukat, és
minden egyes lépésben mas datumot ir fel. Az els6 hallgaté megjelenésekor biztos,

1
—— |, a harmadik
365

hallgaté megjelenésekor, (feltéve, hogy az elsé két hallgaté esetében kiilonbozé

hogy 1j szamot ir fel, a masodik hallgaté megjelenésekor <1 —

2
szamokat irt fel (1 — %> a negyedik hallgaté esetében (1 — %) valoszinliséggel
irt fel kiillonboz6 szamokat, és igy tovabb. Annak a valdsziniisége, hogy mind a 24

23 k
esetben kiilonbozé szamokat irt fel ] (1 — %>, a keresett valoszinliség pedig

k=1
23
(L),
o 365

Kivancsiak lehetiink, hogy ez a szam mekkora. Nagyon kicsi vagy nagyon nagy,
azaz majdnem 1. Meg tudjuk-e ezt hatarozni viszonylag kevés szamoldssal? A
kovetkez6 szamolds tanulsdgos lehet. A vizsgalando szorzatot felirhatjuk mint

i) fel )

Hasznaljuk fel a log(1 + z) ~ z kis x szdmokra vald kozelitést. Ez azt sugallja,

k k
hogy log <1 — %> ~ 365’ és a vizsgalt valdsziniiség kozelitéleg
23
k 12-23
1-— — — v =1- _ — ] _ o276/365
P { kZ_l 365 } exp { 365 } ©



6. Egy szabalyos dobdkockat sokszor feldobunk egymas utan. Mi annak a valészinti-
sége, hogy a 17. dobasban jelenik meg a 3. hatos?

Megoldas: Ez azt jelenti, hogy az els6 16 dobasban pontosan két hatos jelenik meg, a

14 3
16\ (/5 1
17. dobés eredménye pedig szintén hatos. Ennek valészintlisége ( 5 > (6) (6) .

Hadzi feladat:

Egy szabélyos dobdkockat feldobunk egymas utan tobbszor. Mi annak a valészinti-
sége, hogy a 20. dobéasban jelenik meg az 6todik harommal oszthatd szam?



