Az oktéber 14.-i gyakorlat témaja

Az el6z6 gyakorlaton targyaltuk azt, hogy sok megfigyelt érték Osszegének a varhatd
értékét hogyan szamolhatjuk ki. Fontos annak vizsgalata is, hogy a kiszamolt varhaté
érték milyen jé kozelitése a valddi (véletlen) értéknek. Ennek mérésére vezették be a
szorasnégyzet fogalmat. A szérasnégyzetet el6szor csak fiiggetlen valdszintiségi valtozdk
Osszegére szamoljuk ki. Az altalanos, nem feltétleniil fiiggetlen valdszinliségi valtozok
Osszegének az esete is érdekes és fontos, de ennek vizsgalatat késobbre halasztjuk. Ah-
hoz, hogy programunkat végrehajtsuk, el6szor meg kell érteniink a fiiggetlen valdszi-
niségi valtozék fogalmat. Egyelore csak diszkrét eloszlasi valdszintiségi valtozokkal
foglalkozunk, és ezek fliggetlenségét definidljuk.

Diszkrét eloszlast valdszintliségi valtozok fiiggetlensége. Legyenck &1,...,&
diszkrét eloszlast valdszindségi valtozok ugyanazon az (Q, A, P) valdsziniiségi mezdn,
amelyek valamilyen xq,xo,... értékeket vesznek fel. Azt mondjuk, hogy ezek az &1, &3,

., & walosziniiségi vdltozok fuggetlenek, ha

P<£1:xj17€2:x]é?"'vgk:xjk):P(gl:xﬁ)P(gQ:Ijz)"'P(Sk::xjk)
minden js = 1,2,..., 1 < s < k, indexre.

1.) Legyenek &q,...,¢&; fuggetlen, diszkrét valdszintiségi véltozok egy (€2, A, P) vald-
szinliségi mezon, amelyek valamilyen xq,xs,... értékeket vesznek fel. Legyenek
Ay CH{zr, 2, }, Ay C{xy, 20, }, oo A C {1, 29, .. } tetszbleges halmazok.
Ekkor

P& eA§eAy,. . 6 €Ay)=P(&eA)P(&eAy)-- P& Ay).

Tovabbd mutassuk meg, hogy tetszbleges {j1,...,7s} C {1,...,k} indexhalmazra
a&j,...,§, valészinlségi valtozok fliggetlenek.

Megoldas: A figgetlenség miatt

P (&€ Ar,6 €Ay, & € Ay)

= Z Z Z P(£1:$1,€2:$2a---7€k:$k)

T1€EA] x2€EAS T EAL

— Z Z Z P& =x1)P(&a =x9) - P(& = xx) -

T1€EA] x2€EAS T EAL

Masrészt

P& € A1) P (& € Aa) -+ P (& € Ax)
=Y P=a) Y Pla=u) > Pl&=m).

r1€A r2E€A2 TR EAL

Elvégezve a beszorzasokat kapjuk a feladat elso allitasat.
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A mésodik allitast megkapjuk az els6 specidlis eseteként A, = {z;,}, 1 <u <s
és Aj ={x1,22,... }, ue {l,...,k} \ {j1,...,Js} vélasztdssal.

A teljesség kedvéért vezessiik b események fiiggetlenségének a definicigjat is.

Két esemény fiiggetlenségének a definicidja. Azt mondjuk, hogy eqy A és B
esemény figgetlen, ha P(AN B) = P(A)P(B).

Ez a definicié azonban énmagaban nem kielégit6 szamunkra. Beszélni akarunk tobb
esemény fiiggetlenségérdl is. Ezért a kovetkezd definicidt is bevezetjiik.

T6bb esemény fiiggetlenségének definicidja: Az A4, ..., A, események akkor (tel-
jesen) figgetlenek, ha az {1,...,n} indexhalmaz minden {j1,...,jk} C {1,...,n} rész-
halmazdra

P(Aj, 0 NAj) = P(Aj) - P(A).

Események végtelen Ay, As, ... sorozata akkor és csak akkor fiiggetlen, ha tetszdleges
pozitiv n egész szamra az Ay, ..., A, események figgetlenek.
Specidlisan n = 3 esetben ez a definicié a kovetkezot jelenti: Az A, B és C

események akkor fliggetlenek, ha a kovetkezo azonossagok mindegyike teljesiil:

P(ANB) = P(A)P(B)

P(ANC) = P(A)P(C)

P(BNC) = P(B)P(C)
P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C).

Megjegyzés: Alabb bevezetjiik események paronkénti fiiggetlenségének az irodalomban
szintén hasznélt fogalmat. Fontos, hogy események paronkénti fiiggetlenségének és (tel-
jes) fliggetlenségének a fogalmét meg tudjuk kiilonboztetni egymastol.

Események paronkénti fiiggetlenségének a definicidja. Legyen A1, As, ..., ese-
mények (véges vagy végtelen) sorozata egy valdsziniségi mezén. Azt mondjuk, hogy
ezek az események pdronként fiiggetlenek, ha tetszéleges kiilonbozd szdmokbdl dllo (j, k),

J # k, indexekre P(A; N Ay) = P(A;)P(Ay).

Azt, hogy valdszintiségi valtozok koriilbeliil mekkora értéket vesznek fel az (egyelére
csak diszkrét eloszlasu valészintiségi valtozdok esetén targyalt) varhaté érték méri meg-
felel6 modon. Annak mérésére, hogy mekkora a valdszinliségi valtozo ingadozasa a
varhat6 értéke koriil vezették be a szérasnégyzet (angolul variance) fogalmét. Ennek
definicidja a kovetkezo:

A szérasnégyzet definiciéja: Legyen & olyan valdsziniségi vdltozd, amelyre EE? <
00. Ekkor a & valosziniségi vdltozo szordsnégyzetét a

Varé = E (§ — E¢)?
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képlet definidlja. Ha EE? = oo akkor a Var€ szdrdsnéqyzetet nem definidljuk vagy azt
mondjuk, hogy Var £ = oo.

Lemma.
Var ¢ = B¢ — (E¢)%
2.) Minden m valds szamra
B(§ —m)® = E(§ — E&)® + ((E¢) —m)”.

Kovetkezésképpen
Var{ = inf  E[(£—m)?].

—oo<m<oo

Megoldas:

B(¢—m)® = E[(§ — B + (B —m))’
= B(§ — E¢)” - 2B(§ —m)E(§ — B¢) + E(§ —m)®
= B(§ — B® + (BE —m)°,
mert 2E(§ — m)E(§ — E§) = 2E(§ — m)(E¢ — E€) = 0. Ebbdl az azonossagbodl

adédik, hogy E(¢ —m)? > E(§ — E€)? minden m valés szdmra. Viszont m = E&
esetén az egyenlOtlenség két oldala megegyezik.

Lemma. Minden a és b valds szamra

Var (a€ 4+ b) = a*Var¢.

Bizonyitds:

Var (a§ +b) = E[(a§ +b) — E(a& + b)]2 =F[(a§+b)—aE(& — b]2
= E [a*(£ — E€)?] = a®E(§ — E€)? = a®Var&.

A kovetkezo eredmény rendkiviil hasznos osszefiiggést ad, ha fiiggetlen valoszintiségi
valtozok Osszegének szérasnégyzetét akarjuk kiszamitani. Hangsilyozzuk, hogy ebben
az eredményben fontos a tekintett valdszintiségi véltozdk fiiggetlensége. Késébb meg-
fogalmazzuk ezen eredmény egy olyan altaldnositasat, amely akkor is érvényes, ha az
Osszeadandék nem feltétleniil fiiggetlenek. Latni fogunk olyan példakat is, amelyek
megoldasaban ezt az altalanosabb eredményt érdemes alkalmazni.

Tétel. Ha &1,&,, ..., &, figgetlen valdsziniiségi vdltozok, akkor

Var (§ + &+ -+ +&,) = Var&y + Var§ + - - - + Var &,.
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Kovetkezmény. Ha &1,&, ..., &, fliggetlen valdsziniiséqgi vdltozok, c1,ca, ..., cy valds
szdmok, akkor

Var (c1€1 + eaa + -+ + enbpn) = IVar &y + GVarf + - - 4 ¢ Var &,

Feladat:

Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk 100-szor egymés utan. Szamoljuk ki a fej-
dobéasok szaméanak a varhato értékét és szorasnégyzetét. Szamitsuk ki ezt egyrészt
direkt médon felirva és kiszamolva a varhatd értéket és szérasnégyzetet kifejezd
Osszegeket, masrészt egyszeriibben az el6zo tétel segitségével.

Megoldas: A fejdobasok szama 0 és 100 kozott van. Annak valdszintisége, hogy

100
k fejdobas kovetkezik be, 0 < k < 100, pr = < i )2_100. Ezért a dobéasok
100 100
szaménak varhat6 értéke EE = > k:( i >2_100, ahol ¢ jeloli a fejdobasok szamat
k=0
100 100
megadé valdszintiségi valtozét. Tovabbd EE2 = > k:2( i )2100, a szorasnégyzet
k=0

pedig Varé = E¢? — (Ef)z. Ezeket az Osszegeket kozvetleniil kiszamithatjuk.
100 99 100 /100 9 /99

Valéban, k = 100 , BE= >k 27100 =50 3 2799 =
k k—1 =0 k k

k=0

99
11 1 1
50 (5 + 5) = 50. Tovébbs, kQ( 20> = [k(k — 1) + k:]( 20) = 100 - 99 -

98 100 98 /98 99 /99
100 - B2 =2-100.100.99- 2-100. 100 - =
(12) 100 () = (%) = (%)
27190(100-99 - (1 +1)% + 100 - (1 + 1)??) = 25-99+50, Var £ = E&*— (E£?) = 25.

Valgjaban a vizsgalt varhato értéket és szérasnégyzetet egyszeriibben is kisza-
mithatjuk. Vezessiik be a {; valészlniliségi valtozokat, §; = 1, ha a j-ik dobas

eredménye fej {; = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds, 1 < j < 100. Ekkor a
100 100 100

fejdobasok szama & = ) &, B = )Y E¢;, Var§ = ) Varg;. Mivel E¢; = %’
j=1 j=1 j=1

E& =5, Varg; = 1,1 < j <100, ezért EE = 5 - 100 = 50, Var§ = § - 100 = 25.

Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk 100-szor egymas utan. Szamoljuk ki a dobas-

eredmények Osszegének varhatd értékét és szérasnégyzetét.

Megoldds: Legyenek ny,...,m00 fliggetlen valdszinliségi valtozdk, amelyekre P(n; =

1

k) = 5’ 1 <7 <100, 1 < k < 6. Ekkor a kiszamitandé varhato érték és
100 100 100 100

szérasnégyzet E > n; = Enj, Var > n; = > Varn;. (A madsodik reldcié
j =1 j= j=1

Jj=1 J 1

1
felhasznélja a tekintett valészintiségi valtozok fiiggetlenségét.) En; = 5 (1+24+3+
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1 35
4454 6)=3.5, Enjz = 6(1+4+9+16+25+36) = %, Varn; = 12’ E¢ = 350,
3500
Var{ = ——.
ar & B
Egy szabalyos dobokockat feldobunk egymas utan addig, amig meg nem jelenik a
100. hatos dobéas. Szamoljuk ki a dobasok szaménak a varhaté értékét és szoras-

négyzetét.

Megoldas: Jel6lje Ty azt a valdszintiségi valtozét, hogy hanyszor kellett a kockéat
feldobni addig, amig az els§ hatos dobds megjelent (az els6 hatos dobdst is be-
leszamitva ebbe a dobdssorozatba), Ts azt, hédnyszor kellett a kockét az els6 hatos
dobés utdn feldobni, amig a masodik hatos dobas megjelent, és altalaban legyen T’
az a valdszintiségi valtozd, amelyik azt szamolja meg, hogy hany dobas kévetkezett
be a j — 1-k és j-ik hatos dobdas kozott. (A j-ik hatos dobast beszamitjuk a j — 1-
ik hatos dobdst viszont nem szémitjuk be ebbe a sorozatba.) Ekkor a minket

100
érdekl valdszintiségi valtozd, a dobédsok szama a 100. hatos dobésig T' = ) T},
—
5 =5
tovabba, a T; val6szinliségi véltozdk fliggetlenek, és P(T;, = k) = (5) 6’
100 100 o 1 /5\*!
k=1,2,.... Ezért ET = ) ET;, VarT = ) VarTj, ET; = ) k— (—) ,
j=1 j=1 k=1 6 \6

1

5 k—1
- (—) , VarT; = ET? — (ETj)>.

ET2= Y k2
R 6

Az ET); varhaté érték egy lehetséges kiszdmolasi médja: Derivaljuk a

> 1
k
§ - 1
T =T 2| <
k=0

azonossagot. Azt kapjuk, hogy
N 1

(*) Zk’l’k = mv ’.Z’| < 1;
k=0

5
ahonnan = = 6 helyettesitéssel

o] k—1
9
Sk(s) =
k=0
és ET; = 6, ET = 100ET; = 600. Hasonl6an, a () azonosségot z-szel beszorozva,

5
devivéalva, majd az ¢ = 6 behelyettesitést alkalmazva azt kapjuk, hogy

> 1 2z
k2zht = <1
2= G . et

1
ETj2 = 6(36+360) = 66, VarT; = ETj2 —(ET;)? = 30, Var T = 100Var T} = 3000.



