A november 4.-i gyakorlat témaja

Targyaljuk meg néhdny példan keresztiil azt, hogy hogyan lehet kiszamitani olyan
valoszinliségi valtozok szordsnégyzetét, amelyek elédllithatéak mint egyszerli, de nem
feltétleniil fliggetlen valdszintiségi valtozdk Osszegei. Ebbdl a célbdl be kell vezetniink
két valészintliségi valtozo kovarianciafiiggvényének a fogalméat. Ez azt méri, hogy milyen
mértékben fiigg a két valdszintiségi valtozo egymastol.

A kovarianciafiiggvény definicidja. Legyen & ésn két valosziniiségi valtozo, amelyek

mindegyikének létezik szdrdsnégyzete, azaz EE? < oo és En? < oo. FEkkor a & ésn
kovariancifiiggvényét Cov (,n)-t a

Cov (&,1) = E[(§ — E€)(n — En)]
kifejezés definidlja.
Lemma.
Cov (§,m) = Eén — ESE.

Valéban,

Cov (§,m) = E[(§ — E§)(n— En)] = E[(§n —nEE — EEn + ESEN)]
= E{n — EnE{ — ESEn + ESEn = E§n — ESEm.

1.) € és n két fliggetlen valdszintiségi valtozd, akkor Cov (£,1) = 0.

Megoldds: Lattuk, hogy Cov (§,m) = E&{n — E{En. Viszont, ha £ és n fliggetlen
valészintiségi valtozok, akkor Eén = EEEn.

Az alabbi eredmény megadja, hogy hogyan tudjuk kifejezni valészintiségi valtozdk
Osszegének a szorasnégyzetét viszonylag egyszeri médon.

Tétel. Ha &4, ...,&, valosziniséqgi valtozok ugyanazon a valdsziniségi mezén, amelyek
mindegyikének létezik szorasnégyzete, akkor

Var ij = ZVarﬁj +2 Z (E&;&k — E&EE)
j=1

j=1 1<j<k<n

=) Varg 42 Y (Cov(§, &)
j=1

1<j<k<n

= Varg+ Y (Cov(&, &)
j=1

1<j,k<n, j#k
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Bizonyitas.

2 2
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és E€; — (EE;)? = Var;, EE& — EEES, = Cov (&, &r)-

Megjegyzés: A fenti tételben két kiillonb6zo, de ekvivalens médon fejeztiik ki valészintisé-
gi valtozdk Osszegének a kovarianciafiiggvényét. Az egyik mdédon az Osszegzés a masodik
taghan az 1 < j < k < n alakd tagokra tortént, és az Osszeget beszoroztuk kettovel.
A masik kifejezésben az Osszegezés az 1 < j, k < n, j # k, alaka szamparokra tortént,
és a 2 szorzo nem szerepelt. Ez analog a kovetkezd egyszerii algebrai azonossidgokkal:

2 2
n n n n
<Z xj> = > ,r? +2 > zjxy, és (Z xj> =5 .CE? > TjT.
j=1 j=1 1<j<k<n j=1 j=1 1<j,k<n,j#k

A fenti eredmény segitségével viszonylag egyszeriien meg tudjuk oldani a kovetkezd
két feladatot. Ezek koziil az els6 a dolgozatban szerepelt 5. feladat kiegészitése.

2.) Egy szabdlyos dobdkockét feldobunk 101 alkalommal. Arra vagyunk kivéancsiak,
hogy hany olyan dobédsidépont volt, (a 2., 3., és igy tovabb a 101. dobasidépontok
k6z6tt), amikor a dobés értéke (szigorian) nagyobb volt, mint a megel6z6 dobés
értéke. Szamitsuk ki az ilyen dobasidépontok szaménak a varhato értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezo &), valdszintliségi valtozokat, 1 < k < 100: & =
1, ha a k + 1-ik kockadobés értéke nagyobb, mint a k-ik kockadobés értéke, & = 0,
ha a k+ 1-ik kockadobas értéke kisebb vagy egyenld, mint a k-ik kockadobés értéke.

100
Ekkor minket a £ = > & valdsziniliségi valtozé varhaté értéke és szérdsnégyzete
k=1
100
érdekel. Viszont B = Y E&y,, E&, = P&, = 1, és P(& = 55(5+44+3+42+1) = 3,
k=1

(Ha a k-ik dobés értékeil, akkor a k + 1-ik dobds 5 értéket vehet fel, ha 2 akkor

4-et, ha 3 akkor 3-at sit.) Ezért a keresett vrhat6 érték 220 = 122,

A ¢ valészinliségi valtozo szérasnégyzetét kiszamolhatjuk a fenti tétel segitségével.
E tétel alkalmazasa soran ki kell szamolnunk az Var &, szérasnégyzeteket, tovabba
a Cov (£;,&k), j # k, kovariancidkat. Var&, = EE — (E&)? = P(&, = 1) — P(& =
1)?2 = 2 — & = 35 Vegyiik észre, hogy amennyiben |k — j| > 2, akkor &;
és &, fiiggetlen valdszintiségi valtozdk, ezért Cov (£;,&;) = 0 ebben az esetben.
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A Cov (&, &rt1) = B&kiir — E&Ey1 = P(&§, = & = 1) — 22 azonosség
teljestil. A P(&k = &xv1 = 1) valdszintiség kiszamoldsdhoz azt kell 6sszeszamolni,
hogy hany harom hosszisagui szigorian monoton névekvd sorozat van, amelynek
tagjai értékiiket 1 és 6 kozott veszik fel. Ezt kézzel is 6ssze lehetne szamolni, de
az els6 két gyakorlaton megbeszéltiik, hogy (g) = 20 ez a szdm. (A hat szdmbdl

kivalasztunk harom kiilonbozét, és azokat nagysag szerint sorba rakjuk.) Ezért
100

E&iéprr = 55 = o5 Cov (&k,Ekr1) = 705 — 155 = 135~ Innen Var¢ = kzl Var &, +

99
2;1 Cov (&, Epqr) = 329 + 1050 = 2330,

3.) Legyen egy urndban 20 piros és 30 fehér goly6. Huzzunk ki 20 golyét vissza-
tevés nélkiil. Szamoljuk ki a kihtzott piros golydk szamanak varhato értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezd &;, 1 < j < 20, valdszinliségi valtozdkat:

j(w) =1, ha a j-ik hizéds eredménye piros, £;(w) = 0, ha a j-ik hizas eredménye
20

fehér. Ekkor a £ = ) &; Osszeg varhatd értékét és szérasnégyzetét kell kiszamol-
j=1
1 2 2 4 6
nunk. Tovabba F¢{; = E§; = £ Var§; = Var&; = E 95 = o5 ,E§j§k—E§jE§k =
2 19 4 6

E& & — E&EE = ha j # k. Innen a 20 dobéasban kihtzott

549 25 1245 6
piros golydk szamanak varhaté értéke 20 - 5= 8 és szoérasnégyzete 20 - 2% 380 -

6 144
1245 49 °
Hazi feladat:

Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk egymés utdn 101-szer. Szamitsuk ki az
egymast koveto fej-fej dobdsok szaméanak a varhatd értékét és szordsnégyzetét.

Vagiil tekintsiik azt, hogy hogyan lehet kiszdmolni fiiggetlen, diszkrét eloszlasu
valoszinliségi valtozok Osszegének az eloszlasat. Megmutatjuk, hogy két fiiggetlen Pois-
son eloszlasu valdszintiségi valtozonak az Osszege is Poisson eloszldsi, és az 0Osszeg
paramétere megegyezik az Osszeadandok paraméterének az Osszegével. El6szor defi-
nialjuk magat a Poisson eloszlast, és lassuk be, hogy az valéban eloszlas.

Poisson eloszlas definicidja. FEgy & wvaldszintlségi vdltozo A paraméterii Poisson
eloszldasu, ha & nem negativ egész értékeket vesz fel, és

N

P(E=k) =17 k=012

4.) A fent definiélt Poisson eloszlas, valéban eloszds, azaz P( = k) > 0 minden egész
szamra, és > P({ =k) =
k=1



Megoldés: A P(§ = k) > 0 reldcié nyilvanvalé. Masrészt,

ZP({':k): HeA:eAZH:eAeAzl.
k=0 k=0 k=0

Mutassuk meg, hogy ha £ és n két fiiggetlen, A illetve u paraméterii Poisson eloszlasi
valészintiségi valtozo, akkor € +n A+ p paraméterii Poisson eloszldsi valdszintiségi
valtozo.

Megoldas:

k k
P(€+n=k‘)=ZP(€=j7n=k—j)ZZP@:J')P(??:/%—J’)

k ; ki — (M k
:Zﬁe—k H ] efu:e( # ' k! : )\J'Iu(k*j)
=it (k=7 kU= gk =)
6_()‘+:U/)
= (A + )"
k!

Legyen & és n két fiiggetlen binomialis elsoszlasi valdsziniiségi valtozd (n, p) illetve
(m,p) paraméterekkel, azaz legyen P(§ = k) = (Z)pk(l —p)"F 0<k<n,és
P(¢ = k) =0 egyébként, P(n=k) = (7)p"(1—p)™ %, 0<k <m,és P(E=k) =0
egyébként. Lassuk be, hogy £ +n binomidlis eloszlasi (n+m, p) paraméterrel, azaz
legyen P((+n=k) = ("T"M)p*QL—p)"tmF 0<k<n+m, és Pl=k) =0
egyébként.

Megoldas: Legyen 0 < k < n + m. Ekkor

n

P(£+n=k)=ZP(€=J}n=k—j)=. P(&=j)P(n=k—j)

Jj=0

a0 (13,

J

n
mert, mint azt az els6 gyakorlaton megbeszéltiik érvényes a > (?) (,J:L]) (”Zm). Az,
=0

hogy P(§ + n = k) = 0 relacié teljesiil minden egyéb k szamra.
Hazi feladat (nem kotelezd)

Bizonyitsuk be a fenti azonossagot a binomidlis eloszlas szemléletes tartalmat fel-
hasznélva, azaz konstrudljunk két fiiggetlen (n,p) és (m,p) paraméteri binomialis
eloszlasu valészinliségi valtozot, amelyek 6sszegérdl latszik, hogy binomialis elosz-
last (n + m, p) paraméterrel.



1.)

2.)

DOLGOZAT FELADATOK

(A programozé matematikus gyakorlaton)

Minden héten 1 000 000 ember lottézik, akik a lottészelvényeiket egymastdl fiig-
getleniil t6ltik ki. (90 szadmbdl kell eltaldlni az &t kihtzott azdmot.) Mi annak a
valoszinlisége, hogy a 20. héten lesz eloszor 5 talalat?

Harom varos valamelyikébe érkeztiink, mindegyikbe egyforma, azaz 1/3 val6szinii-
séggel. Az egyik az igazmondok vérosa, ahol minden kérdésre 0.9 valészintiséggel
valaszolnak igazat, a méasodik a hazugok varosa, ahol minden kérdésre 0.8 valdszi-
niiséggel hamis vélaszt adnak, a harmadik a figyelmetlenek varosa, ahol minden
kérdésre a kérdéstdl fiiggetlentil 1/2 valészimiiséggel igent és 1/2 valdszintiséggel
nemet valaszolnak. Megkérdeziink egy embert, akivel talalkoztunk, hogy az igaz-
mondok varosaba érkeztiink-e. Azt a vélaszt kapjuk, hogy nem. Mi annak a
valészintisége, hogy az igazmondok varosaba érkeztiink?

Két szabalyos dobdkockat feldobunk. Mi annak a valészintisége, hogy mind a két
dobas paros feltéve, hogy legalabb az egyik dobas hatos?

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk szazszor. Szamoljuk a paros értékii dobasok
Oszegének a varhato értékét és szorasnégyzetét.

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 101 alkalommal. Arra vagyunk kivancsiak,
hogy hény olyan dobasidépont volt, (a 2., 3., és igy tovabb a 101. dobasidépontok
k6z6tt), amikor a dobds értéke (szigorian) nagyobb volt, mint a megel6z6 dobés
értéke. Szamitsuk ki az ilyen dobasidopontok szamanak a varhaté értékét.

Mikor mondjuk, hogy harom A, B és C' esemény fliggetlen egymastol?
MEGOLDASOK

1
Annak a valdszintisége, hogy valaki egy héten 6t0s talalatot ér el, W, annak a
5

valészintisége, hogy nem ér el 6t6s talalatot 1 — (W? és mivel a lottézok egymastol

5
fliggetleniiljatszanak, annak valdszintisége, hogy az 1 000 000 lottozd egyike sem
1 000 000
1

ér el otos talalatot egy adott héten P = (1 — (9—0) . Tovabba annak
5

valészintisége, hogy 19 héten keresztiil nincs 0tos taldlat, a 20. héten viszont van

P19(1 — P). Ezért a keresett valdsziniiség

1 19 000 000 1 1 000 000
1— 1—[1- -
Com) ()

Jelolje A azt az eseményt, hogy az igazmonddk véarosaba érkeztiink, As hogy a
hazugok, As, pedig, hogy a figyelmetlenek varosaba. Jeldlje B azt az eseményt,
hogy kérdésiinkre nemleges vélaszt kaptunk. Ekkor feltevéseink szerint P(A;) =
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P(A;) = P(A3) = &, P(B|A;) = 0.1 (az igazmonddk vdrosdban hazudtak),

P(B|Az2) = 0.2 (a hazugok vérosaban igazat mondtak), P(As|B) = 0.5. Minket a
P(A1|B) feltételes valoszintiség érdekel. Ez

P54~ PALOB) P(B|A)P(4)
U= TP(4,) ~ P(BIA)P(Ay) + P(B|A2)P(As) + P(B|As) P(4)
5-0.1 1
T lo1+l02+4105 8§

A keresett feltételes valdszinliség megegyezik annak a valdszinliségével, hogy az
egyik dobas hatos a masik dobas pedig paros osztva annak a valdszinliségével,
hogy volt egy hatos dobds. Az, hogy az egyik dobds hatos a mésik pedig paros
azt jelenti, hogy a (2,6), (4,6), (6,6), (6,2), (6,4) dobédsok valamelyike kovetkezik
be, ennek valésziniisége pedig 35—6. Annak valdszintisége, hogy lesz hatos dobéds a
valészintisége pedig 3 11 Ez példaul ugy lathatd, hogy annak valészintlisége, hogy

nem lesz hatos dobas 2. % = %, a kompleminter esemény valdsziniisége pedig é—é
ar 5

Igy a keresett feltételes valdszintiiség értéke % =17
36

Vezessiik be a kovetkezd & valdszintliségi valtozokat, 1 < k < 100: & = 2, ha a
k-ik kockadobdas értéke 2, &, = 4, ha a k-ik kockadobas értéke 4, &, = 6, ha a k-ik
kockadobas értéke 6, £, = 0, ha a k-ik kockadobds értéke 1, 3 vagy 5. Ekkor minket

100
al = > & valosziniiségi valtozo varhato értéke és szérasnégyzete érdekel. Viszont
k=1
100 100
E¢ = z E¢; Var{ = Vargk, E&, = (2444 6) =2, Var§, = EE — (E&)?,
= k=1
E& = 5(4+16 4+ 36) = %, Var&, = 163 mlnden 1 < k < 100 szdmra. Innen
kovetkez1k hogy E¢ = 100 - lo= 200, Var & =100 - ¥ = 160,

Vezessiik be a kovetkez6 & valdszintiségi Valtozoka,t, 1 <k <100: & =1, ha a

k + 1-ik kockadobéas értéke nagyobb, mint a k-ik kockadobas értéke, £, = 0, ha

a k + 1-ik kockadobas értéke kisebb vagy egyenld, mint a k-ik kockadobas értéke.
100

Ekkor minket a & = ) & valdsziniiségi valtozd varhaté értéke érdekel. Viszont

k=1
100

E¢ = zEgk, E& =P =1, P& =50+4+3+2+1) = 3, (Ha a k-ik

dobas erteke 1, akkor a k + 1-ik dobéas 5 értéket vehet fel, ha 2 akkor 4-et, ha 3
akkor 3-at Slt.) Ezért a keresett varhaté érték 5% — 125

=12
Az A, B és C események akkor fliggetlenek, ha a kovetkezo azonossagok mindegyike
teljesiil:

P(AN B) = P(A)P(B)
P(ANC) = P(A)P(C)
P(BNC) = P(B)P(C)

P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C)



