A november 25.-i gyakorlat témaja

Foglalkozzunk azzal, hogyan tudjuk kiszamitani fliggetlen (és nemcsak fliggetlen) valé-
szintiségi valtozok Osszegének a varhaté értékét és szérasnégyzetét. Ezenkiviil ismerjiik
meg a valdszinliségszamitas egyik legfontosabb eredményét, a centralis hatareloszlasté-
telt, és lassunk példakat arra, hogy a megtanult mdédszerek hogyan teszik lehetové a
centralis hatareloszlastétel alkalmazasat fontos feladatok megoldésaban.

Megfogalmazunk néhany eredményt, amelyek azt mondjak ki, hogy a diszkrét
valoszinliségi valtozok Osszegének varhato értékérol és szérasnégyzetérdl szold eredmé-
nyek érvényesek az altalanos esetben is.

Tétel. Ha két &y, & valdsziniiségi vdaltozénak (amelyek ugyanazon a valdsziniiségi mezén
vannak definidlva) létezik varhato értéke, c1 és co két valds szam, akkor a c1&1 + co&o
kifejezésnek is létezik varhato értéke, és

E(c1&1 + 262) = c1 E& + o Eo.

Tétel. Legyenek &1, ...,& fliggetlen valdszinidségi vdltozok, B, ..., Bi a szamegyenes
Borel mérheto részhalmazai. Ekkor

P& € By,...,&, € By) = P(& € By)--- P(& € By).

Tétel. Legyenek &;, 1 < j < k, valdsziniségi viltozok ugyanazon a valdsziniségi mezon,
amelyekre teljestil Ef? < oo feltétel. Ekkor
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Specidlisan, ha a &; valdsziniségi vdltozok figgetlenek, akkor
k k
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Tétel fiiggetlen valésziniiségi valtozdok Osszegének a sturiliségfiiggvényérol.
Legyen & és n két figgetlen valdszintiségi vdltozo f(-) és g(+) sidriségfigguénnyel. Ekkor
a & +n osszegnek is létezik sturiségfiggvénye, és az az

/ fwg(z —u)du, —oo<z<o0



fligguény.

Egy valészintiiségi valtozé normalizaltjanak a fogalma. Legyen & olyan valdszini-
£ — E¢
v Varé
valosziniségi vadltozo, azaz a & valosziniségi valtozonak az a linedris transzformadaltja,
amelynek vdarhato értéke nulla, szorasnégyzete pedig 1.

ségi vdltozd, amelyre E€% < co. A & valdszintiségi vdltozd normalizdltja a € =

Jegyezziik meg, hogy ha &,...,&, fliggetlen valdszintiségi valtozok, amelyekre
n
Eﬁjz < oo minden 1 < j < n indexre, akkor az S = ) {; Osszeg normalizaltja az
j=1
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kifejezés.

1. Jeldlje a xi valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvényét F'(z), és tegyiik fel, hogy a &
valésziniiségi valtozénak létezik f(x) strliségfiiggvénye is. Legyen a > 0 és b két
valés szam. Szamoljuk ki az n = a& + b valészinliségi valtozd G(x) eloszlas és g(z)
stirtiségfiiggvényét. Szamoljuk ki a ¢ = &2 valdszintiségi véltozé H(x) eloszlds és
h(z) stiriségfiiggvényét.

Megoldds: G(z) = P(n < z) = P(a{ +b < ) = P (£ < =2%) = F (%) minden
—00 < x < oo szamra. A g(x) stirliségfiiggvény a G(x) eloszlasfiiggvény deriviltja,
_dG(z)  dF (=Y 1f z—b
 dx  dr o« a )
H(z) = P(€ < z) = P~/ < £ < V&) = P(€ < V&) — P(€ < /) = F(,/&)
F(—sqrtz + 0), ha * > 0, ahol F(u + 0) = ]lzin% F(u+ h). (Az F(u+ 0) érték
bevezetésére nincs sziikség, ha az F' eloszlasfiiggvénynek van stirtiségfiiggvénye,
vagy &altaldnosabban F'(z) folytonos fiiggvény.) Tovabbd, H(x) = 0, ha x < 0, mert
P(? < x) =02 < 0 esetén. Végiil a H(x) fiiggvény derivéldsdnak segitségével
kapjuk, hogy h(z) = ﬁ; (f(v/x) + f(—=vx)), hax >0, h(z) =0, ha z <0.

Centralis hatareloszlastétel. Legyenek £1,&o,. .., flggetlen, egyforma eloszldsi valo-
n

azaz g(x)

szintiségi vdltozok, jeldlje Sy, = > &, n=1,2,..., e valdsziniségi vdltozok részletdssze-
Jj=1
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geit. Ekkor az S, wvaldsziniségi vdltozok normalizaltjai

teljesitik a

S, — ES, ‘ )
lim P (— < x) = ®(x), minden — oo < x < oo szdmra
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1
reldciot, ahol ®(x) = / /2 du, a standard normdalis eloszasfigguény.
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2.) A 2000. évben az Egyesiilt Allamok Florida dllaméban az elndkvalasztdson rendki-
viil szoros eredmény sziiletett. 5 000 000 valaszto valasztott két part, a republikanus
és demokrata part jeloltjei kozott. A két jelolt altal szerzett szavazatok szama (egy
adott idépontbeli felmérés szerint) minddssze 300 volt. Tegyiik fel, hogy a valasztok
egymastol fiiggetleniil % valoszinliséggel vélasztottak valamelyik part jeloltjét. E
feltevés teljestilése estén mi annak a valészintisége, hogy a két jelolt altal Gsszegyiij-
tott szavazatok kiilonbsége nem haladja meg a haromszazat.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezd £;, 1 < 7 < 5000 000, valészintiségi valtozdkat:

& = 1, ha a j-ik vélaszt6é a demokrata, {; = 0, ha a j-ik valaszté a republikanus
5 000 000
jeloltre szavaz. Ekkor S = ) & a demokrata, és 5 000 000 — S a repub-
j=1
likdnus jeloltre leadott szavazatok szdma, és minket a P(|2S — 5 000 000 < 300)
val6szinliség nagysaga érdekel. Vegyiik észre, hogy a &; valdsziniiségi valtozok

1 1 1
figgetlenek, E{; = 3 Var§; = 7 ezért ES,, = 2 500 000, Var S,, = 1 5 000 000,

Sy — 2 500 000 ST .
és a P < x| valészintiségek kiszamitasara alkalmazhatjuk a

\/ % -5 000 000

centralis hatareloszlastételt. Ennek alapjan
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3. Tekintsiink egy szabdlyos pénzdarab 10 000 egymas uténi (fiiggetlen) feldobasabdl
szarmazo fej-iras sorozatot. Adjunk becslést a centralis hatareloszlastétel segit-
ségével annak valdszintiségére, hogy a fej-dobasok szdméanak eltérése a vart 5000
szamtol legalabb 100-zal, illetve legalabb 200-zal eltér.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd £;, < j < 10 000 valészintiségi valtozokat:
§; = 1, ha a j-ik dobas eredménye fej, {; = 0, ha a j-ik dobés eredménye iras.
Ekkor §;, 1 < j < 10 000 fiiggetlen valoszintliségi valtozok, E§; = 5, Var{; = 7, és a

10000 10000
Pl| > (§—E&) >100 | és P | > (& — EE)| > 200 | valészintiségekre kell
j=1 j=1
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5.)

10000

> (& — EE)

becslést adnunk. A centrdlis hatareloszlastétel szerint P =1 >u | ~

1/10000 - £

1 —®(u). Innen kapjuk, hogy az els6 valdszintliség kiszamitasdhoz az u = +

100
1.100 —
+2 értékeket kell tekinteni, és a vizsgdlt valdszinliség kozelitleg (1 — ®(2)) +
O(—-2) = 2(1 — ®(2)) ~ 2(1 —0.97720) = 0.0456. A masodik valdsziniiség ha-
sonléan koriilbeliil 2(1 — ®(4)) ~ 0, (az els6 4 tizedesjegy 0).

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 1200 alkalommal egymaéstol fiiggetleniil, és
Osszeadjuk a paros értékii dobasok eredményét. Adjunk jé kozelité becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normalis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az Osszeg 2280 és 2500 kozé esik.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkez6 §;, 1 < j < 1200, valoszinliségi valtozdkat:
§; = 2, ha a j-ik dobds eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik dobds eredménye 4, £; = 6,
ha a j-ik dobéds eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik dobas eredménye 1, 3 vagy 5. Ekkor

1200
a P (2280 <X &< 2500) valoszintliséget kell j6l megbecsiilniink. Vegyiik észre,
j=1

1 1 16 -
hogy E¢; = 6(2 +4+46) =2, Var§,; = 6(4 +16+36) — 4 = 3 Innen a centralis

hatareloszlastétel alapjan

1200 1200
1200 120 Z 5] Z E§J
P (2280 <) ¢ <2500 | = I=

= . /120016 /%} Vare, \/120016
J

~ ®(1.25) — D(—1.5) = 0.8944 + 0.9322 — 1 = 0.8266.

2 1
Vegyiink egy olyan pénzdarabot, amely 3 valoszintliséggel esik a fej és — valdszinii-
séggel az irds oldalra. Ezt a pénzdarabot annyiszor dobjuk fel, ahdny dobds utan

megjelenik 1200 fej dobéds. Mi annak a valdszintisége, hogy az elvégzett dobasok
szama 1680 1830 kiizé esik? Adjunk erre a valdszintiségre jo kozelité becslést.

Megoldas: Az elvégzett dobasok szama egy 7 negativ binomidalis eloszlasu valé-

szintiségi valtozé6 n = 1200 és p = 3 paraméterekkel, azaz P(n = k + n) =

k 2
<n + ] )(1 —p)Fp", p= 3 és n = 1200 paraméterrel. Egy ilyen valésziniiségi
n JE—

valtozonak ki lehet szamolni a pontos eloszlasat, azaz azt, hogy milyen értéket
milyen valészintiséggel vesz fel. Elvileg, ez lehetoséget ad a kivant valdszintiség
kiszamitdsara egy bonyolult 6sszeg kiszamitasanak a segitségével. Ennél haszno-
sabb becslést tudunk kapni a kovetkezo érvelés segitségével, amely a kivant valo-
szinliséget j6 pontossdggal kiszdmitja a centralis hatareloszlastétel segitségével.
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Jelolje &;, 2 < j < 1200, a j — 1-ik és j-ik fejdobds kozotti dobasok szamat (a
j-ik fejdobast beleszamitjuk a j — 1-iket viszont nem szamitjuk bele e dobasok
kozé), és legyen &7 az elsd fejdobasig (ezt is beleszamitva) elvégzett dobdsok szdma.
Ekkor a &; valdszinliségi véltozok fiiggetlenek, negativ binomidlis eloszlasiak n = 1,

2
p=3 paraméterekkel, és minket a P(1680 < &1 + -+ + &1200 < 1830) valdszintiség

3 1—p 3
g VLG = e =
Ezért a centrélis hatareloszlastétel alapjan n = & + - - 4 &1200 jeloléssel minket

n — 1200E¢
aP|—4<-——xx=
v 1200Var &;
n — 1200E&;

v 1200Var &

érdekel. Megmutattuk kordbban, hogy E¢; =

e~

< 1) valészintiség érdekel. A centralis hatareloszlastétel

alapjsn P (—4 < < 1) ~® (1) + D(4) — 1 ~ B(1).

Hazi feladat

Egy szabalyos dobdkockat és egy szabalyos érmét feldobunk 3300 alkalommal egy-
mastél fliggetleniil. (Az érme és kockadobasok eredményei is fiiggetlenek egymaés-
t6l.) Ha a kockadobds eredménye paros és az érme a fej oldalra esett, akkor annyi
forintot nyertink, amennyi a kockadobés eredménye. Ha az érme az iras oldalra
esett vagy a kockadobds eredménye paratlan szam, akkor nem nyeriink, és nem is
vesztiink semmit. Mi a valdszinlisége annak, hogy az 0ssznyereménytink 3190 és
3520 forint kozé esik? Adjunk erre jo kozelito becslést a centralis hatareloszlastétel
és egy normalis eloszlastablazat segitségével.



