A november 18.-i gyakorlat témaja

Egy F eloszlasfiiggvénnyel rendelkezé £ valdszintiségi valtozé E¢ illetve adva egy g(z)
fiiggvény a £ valdsziniiségi valtozé g(&) fiiggvényének az Eg(§) varhaté értékét az
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képletek segitségével szamithatjuk ki. A fenti képletben tigynevezett Stieltjes integral sz-
erepel, ami kozvetleniil nehezen szamolhaté. Ezért fontos megérteni, hogy egyszertisodik
a képlet bizonyos fontos specidlis esetekben. Ezek egyike az az eset, amikor 1étezik sii-
riségfiiggvény. Meg kell érteniink, hogyan tudjuk megallapitani, hogy létezik stiriiség-
fiiggvény, és siiriiségfiiggvény létezése esetén hogyan szamithatjuk ki az (a) formuldban

szereplo képletet. Ezért érdemes a kovetkezo tényeket tudni:

Tétel siirtiségfiiggvény létezésérol. Legyen F(x), monoton, minden pontjiban foly-
tonos fiigguény, amelyik véges sok kivételével derivilhato. Tegytik fel tovdibbd azt is,

dF
hogy lim F(x) = 0. Definidljuk az f(x) = # fiigguényt azokban a pontokban,
r— —00 €T

ahol F(x) differencidlhatd, és tetszdleges modon abban a (véges sok) pontban, ahol F(x)
nem differencidlhatd. Ekkor F(x) = ffooo fu) du minden —oo < x < oo pontban, és

| ware = [ uswan B© = [ gart = [ g

— 0o — 00 — 00 — 00

Megjegyzés: A fenti tételben szereplé F'(x) fiiggvény akkor eloszlasfiiggvény, ha a fent
emlitett tulajdonsagok mellett teljesiti az lim F(x) = 1 feltételt. Ezt a feltételt azért
Tr—
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nem koveteltiik meg, mert mint latni fogjuk a fenti kissé altaldnosabban megfogalmazott

tétel jobban hasznalhaté bizonyos esetekben.

1.) Dobjunk le egy pontot egyenletes eloszlassal valamely [a,b] intervallumba, azaz
annak valdszintisége, hogy a pont valemely [u,v] C [a,b] intervallumba esik legyen
7—=. Ekkor a ledobott pont £ helyének az eloszlasfiiggvénye F'(x) = 0, ha x < a,

F(z) =22 haa <z <b F(z) =1, haz > b FE{ = ﬁf;udu, és Eg(&) =

b—a’

ﬁ f; g(u) du tetszéleges g(x) fliggvényre.

Megoldds: Nem nehéz ellenorizni, hogy a fenti £ valdszintiségi valtozonak a fela-
datban definidlt F'(x) fiiggvény az eloszlasfiiggvénye. Ez az F(x) fliggvény min-
den pontjaban folytonos, és két pont, © = a és x = b pontok, kivételével differ-

encidlhatd, f(x) = dl;:(f) =, haa<z<bés f(z) = d};—ff) =0,haz <a

vagy « > b. Ezért az el6z8 tétel alapjén B = [T uf(u)du = ff ~udu, és
0o b

Eg(&) = [, 9(u) f(u)du = [, 32, 9(u) du.

A mésik kiilon targyalando eset az, amikor diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozd

varhato értékét akarjuk kiszamolni. Ezen eset vizsgédlata érdekében fogalmazzuk meg a
kovetkez6 eredményt.



Tétel diszkrét eloszlasi valdszintiségi valtozé varhatd értékének a kiszamo-
lasardl. Legyen & olyan valdsziniségi vdltozo, amelyik véges sok a1 < as < -+ < ay,
k

értéket vesz fel, P(§ = aj) = pj, 1 < j <k, > p; = 1. Ekkor a xi valdsziniiségi
j=1

J
vdltozo F(x) eloszldsfiggvénye a kovetkezd alaki: F(x) =0, ha x < a1, F(x) = > pj,
=1

haaj <x<aji1,1<j<k—1, F(x)=1, ha x> ay.

Legyen kissé dltalanosabban F(x) olyan figgvény, amely megadhaté valamilyen aq <
ap < - <ap éspr >0py >0, ... pp >0 sorozatok segitségével gy, hogy F(x) =0,

j k
hax <ay, F(x) =Y pi, haaj <z <ajy1, 1 <j<k—1, F(z) = > p, ha x > ay.
=1 =1

k k
Ekkor [wdF(u) =Y ak, és [g(u)dF(u) =" g(ak).
1=1 =1
k
Megjegyzés: A fenti tétel masodik bekezdésében nem kéveteltilk meg a > p; = 1

i=1
feltételt. Ez az enyhe altalanositds lehetévé teszi, hogy az eloz6 tétel és az alabb ki-
mondott lemma segitségével ki tudjuk szamitani a varhaté értéket kissé altalanosabb,
de szintén érdekes esetekben. Erre mutat példat az alabbi 2. feladat.

Lemma. Legyen Fy és Fy két olyan monoton figgvény a szamegyenesen amelyek:re

hr_n Fij(z) = 0 és lim Fj(z) < oo, j = 1,2. Ekkor léteznek az [ g(u) dF;(u),
j=12¢és [ d(Fl( )+ Fy(u)) integrdalok minden szép g(u) fuggvenyre. Tovdbbd,
/ o) d(Fs(w) + Fa(w) = [ g d(Fa(w)+ [ gl d(Fiw

A kovetkezo példaban olyan valdsziniiségi valtozéra mutatunk példat, melynek
F(x) eloszlasfiiggvénye felirhaté F(z) = Fy(z) + F»(x) alakban dgy, hogy Fi(z) és
Fy(z) teljesiti a fenti két tétel feltételeit. Ezért ki tudjuk szdmolni a & valdszintiségi
valtozo fliggvényeinek a varhaté értékét.

2.) Dobjunk le egy pontot egyenletes eloszldssal a [0, 4] intervallumra. Irjuk fel e pont
értékét, ha a ledobott pont a [0,2] intervallumba esik, frjuk le a 2 szdmot, ha a
pont a [2,3], a 3 szdmot, ha a pont a (3,4] intervallumba esik. Mutassuk meg,
hogy a & valészintiségi véltozé F(x) eloszlasfiiggvénye a kovetkezs: F'(x) = 0, ha
<0, Flz) =% ha0 <z <2 F(z)=2 hazr <2<3,é F(z) =1, ha

x < 3. Mutassuk meg tovébbé hogy F( ) felirhat6 F'(z) = Fy(x) + F»(x) alakban
a kovetkez6 moédon: F(x f fw)du, flu=1ha0<z<2 f(u)= 0 ha
u < 0 vagy u > 2, eng( )—O hax<2,F(m):%,ha2<x§3,F(x)

x> 3. Ezért Eg(€) = 1 [7 g(u) du+ 1g(2) + 1g(3).

Megoldas: Hasonloan a mult éran targyalt 2. feladathoz ellendrizhetjiik, hogy a &
valésziniiségi véltozd eloszldsfliiggvénye a feladatban megadott F'(x) eloszlasfiige-
vény. Az F(x) fliggvényt felirhatjuk F'(z) = Fy(x)+ F2(z) alakban, ahol F(z) = 0,
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ha x <0, Fl(x):ia:, ha 0 <z <2, Fl(x):%,haxEZ,éng(x):O, ha x < 2,
Fy(z) =1 ha2 <2 <3, Fr(z) =1, ha z > 3. Tulajdonképpen azt tettiik, hogy
levalasztottuk a tisztan ugré fliggvény részt az F(x) eloszlasfiiggvényrol, igy kaptuk
az Fy(x) fliggvényt, a maradék Fy(z) = F(x) — Fy(x) fliggvény pedig mindeniitt
folytonos. Az Fy(x) fiiggvény minden pontban folytonos, és 0 és 2 pont kivételével
mindentitt derivélhaté Ezért a sﬁrﬁségfiiggvény létezésérol szolo tétel segitségével
felirhatjuk, hogy F(x f flu du és [ g(u) dFy(u) = ffooo g(u) f(u) du minden
—00 < x < 00 szamra, aholf( )=3,ha0<x<2 és f(r) =0, ha x <0 vagy
x > 2. Maésrészt a diszkrét eloszlasu valoszmusegl valtozd varhatd értékének a
kiszdmolasardl szol6 tétel alapjan Fo(x) felirhaté az ott megadott médon a; = 2,

=3, p = p2 = 1 paraméterekkel. Ezért f u) dFy(u) = %9(2) + %9(3).
Ezutan a Lemma Segltsegevel kapjuk a feladat végso alhtasat.

A fenti feladat megoldédsi mdodszere azt jelzi, hogy az eloszlasfiiggvény felbontasdnak
segitségével egy tisztan ugrd és folytonos részre a kivant varhato értéket ki lehet szamolni
a fenti két tétel és lemma segitségével. Felmeriilhet a kérdés, hogy van-e olyan el-
oszlasfiiggvény, amelynek esetében a fenti ismeretek nem elegendéek a varhato érték
kiszamolasahoz. A vélasz az, hogy lehet rosszindulatu és mesterkélt modon ilyen pél-
dékat konstrualni, de a gyakorlatban el6forduld 6sszes feladat megoldésahoz elegendé a
fenti eredmények hasznalata (és a megfeleld integralok és Gsszegek kiszamitasa).

Hadzi feladat:

Feldobunk egy szabdlyos dobdkockat. Ha a dobas értéke 1, 2, 3, 4 vagy 5 akkor
felirjuk a dobés értékét egy papirlapra. Ha dobas értéke 6, akkor ledobunk egy
pontot véletleniil egyenletes eloszlassal a [0, 2] intervallumra, és a ledobott pont
helyének az értékét irjuk fel a papirlapra. Szamoljuk ki a felirt pont varhatoé értékét
és szérasnégyzetét.

3.) Legyen & valdszintiségi véaltoz6 f(u) slirtiségfiiggvénnyel, a és b valds szamok. Ha-
tarozzuk meg az al + b, a > 0, és &2 valdszinliségi valtozdk siiriségfiiggvényét.

Megoldds: Legyen F(x f f(u)du & eloszlastiiggvénye. Ekkor n = af +
b G(x) eloszlasfuggvenye G(z) = (af +b < z) = P(E<l) = F (D)
stirtiségfiiggvénye pedig ennek derivéltja, %G(x) = d = F (I_b) = 1f( 7 ) A

€2 valdszintiségi véltozé H(x) eloszlésfiiggvénye H (:U) P& < x) = P(—\/_ <

§ <Vx) =P <va)-PE < —Vr), haz >0, é H(zx) = P(§? <) =0,

r < 0. A £? valdészintiségi valtozé h(x) surusegfuggvenye pedig a H(x) fuggveny

derivéltja, h(x) =0, ha = < 0, h(z) = 2\/5 (f(Wzx) + f(—Vx)).

Megtargyaljuk a tobbvaltozds eloszlasfiiggvény fogalmét, és az ezzel kapcsolatos
legfontosabb fogalmakat és eredményeket. Ezek koziil kiilon felhivom a figyelmet a
val6szintliségi valtozok fiiggetlenségének fogalmara az altalanos (nem feltétlentil diszkrét
eloszlast) valdszintiiségi valtozdk esetében.

Tobbdimenzids eloszlasfiiggvény definiciéja. Legyen adva k valds értéki &1, . .., &k
valdszinidségi vdltozo egy (U, A, P) valdsziniiségi mezén. Ezek (egyiittes) eloszldsfiggvé-
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nye az
F(Ilfl,...,l'k) :P(é-l <$1a"'7€k <l’k),

k wvdltozos fiigguény, ahol —oco < x; < oo minden 1 < j < k indexre.
Tétel. Egy F(uy,...,ux) fligguény akkor és csak akkor eloszldsfiggvénye alkalmas

&1, ..., &k valdsziniségi vdltozoknak valamely (2, A, P) valdsziniségi mezén, ha ez az
F fiigguény teljesiti a kévetkezd (i)—(iv) tulajdonsdgokat.

(i) F(uy,...,ur) minden vdltozdjanak balrdl folytonos fiigguénye.
(11) ujhinoo F(uy,...,ux) = 1.
minden j=1,...,k szdmra
(iii) lim F(uy,...,ux) = 0. (Ez dgy értendd, hogy az dsszes us,
wj——00

valamely 1<j<k szamrra

1 <s <k, s#j koordindtdt régzitjik, és u; — —o0.)

Végiil definidljuk egy az RF téren definidlt F fiigguényre és eqy K = [ay,b;) X
- X [ak, b) téglatestre a

pK) = ppK) = Y () Fug, )
u;= a; vagy b;
j=1,....k
mennyiséget, ahol x(u1,...,ux) jeloli az a;-k szamdt az uy, ..., uy sorozatban.

Ekkor
(iv) pr(K) >0 minden K téglatestre.

Tobb-dimenzios eloszlasfiiggvény silirtiségfiiggvényének definicidja. Azt mond-
Juk, hogy eqy F(x1,...,x) tébbvdltozos eloszlasfigguénynek létezik f(uq,...,uy) sdrd-
ségfugguénye, ha teljesil az

X1 T
F(xl,...,xk):/ / flur, ... ug)duy ... dug

azonossdg minden —oo < x; < oo, 1 < j < k szdmra.
Tétel. Ha (&1,...,&k) valdsziniiségi valtozok F(xq,...,xy) eloszldasfigguényének létezik

flug, ... ug) siriségfigguénye, akkor ez teljesiti minden g(-) k-vdltozds (mérhetd) fiigg-
vényre a kovetkezé azonossdagot:

Eg(&l?a&kﬁ):/ (u17'~'7 )HF(dUl,,dUk)

:/ / G, u) Fu, ) duy - - dug,

ahol pp jeloli az F eloszlasfiigguény dltal meghatdrozott Stieltjes mértéket. Ez az azo-
nossag ugy értendd, hogy az annak két oldaldn szerepld kifejezés egyszerre létezik vagy
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nem létezik, ha mind a két kifejezést mint Lebesque integrdlt értelmezzik. Ha a jobb-
oldalon szerepld integrdl létezik mint (k6zonséges) Riemann integrdl, akkor ez az integral
tekinthetd ugy is mint (eqy a Riemann integral értékével megegyezd) Lebesque integral.
Tehdt az azonossdg ebben a fontos specidlis esetben is érvényes.

Az egydimenzids esethez hasonléan a tobbdimenzids stiriuségfiiggvényeket is lehet
jellemezni. Igaz a kovetkezo tétel.

Tétel. Egy k-vdltozés f(ui,...,ur) figguény akkor és csak akkor siriiségfigguénye

eqy alkalmas k-dimenzids eloszldsfiiggvénynek, ha f(uy,...,ur) > 0 majdnem minden
(ug,...,u) pontban, és
o0 oo
/ / flug, ... ug)duy ... dug = 1.
Valészintliségi valtozdk fiiggetlenségének a definicidja. Legyenek &1, ..., &, va-
[6szindiségi vdltozok egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdén. Azt mondjuk, hogy ezek a vald-
sziniségi valtozok fiiggetlenek, ha minden x1,...,x, valos szamra

P& <my,...,6 <) = P(§1 <m1) - P(én < Tn).

Tétel. Legyenek &1, ..., &k flggetlen valosziniségi valtozok, amelyek mindegyikének lé-
tezik vdrhato értéke, azaz E|§;| < oco. Ekkor a & ---& szorzatnak is létezik vdrhato
értéke, és

E& & = E& -+ E€.

Tétel. Legyenek &1, ...,& fliggetlen valdszinidségi vdltozok, B, ..., Bi a szamegyenes
Borel mérheto részhalmazai. Ekkor

P(& € By,..., & € By) = P(& € By) -+ P(& € By).

Valészintliségi valtozék kovariancidjanak a definicidja. Legyen £ és n két valo-
szintiségi vdltozé ugyanazon a valdsziniiségi mezén, (amelyekre teljesiil az EE? < oo,
En? < oo feltétel.) A & és n valdszintiségi vdltozok kovarianciafiiggvénye

Cov (§,n) = E[(§ — E&)(n — En)].

Lemma.
Cov (&§,n) = Eén — E{En.
Ha & és n fiiggetlen valdszindiségi vdltozok, akkor Cov (§,1) = 0.



