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DOLGOZAT FELADATOK

(A programozé matematikus gyakorlaton)

Legyen egy urnaban 10 piros és 40 fehér goly6. Huzzunk ki az urnabdl 10 golydt
visszatevés nélkiil. Mi a kihizottt piros golyok szdménak a véarhaté értéke és
szorasnégyzete?

Legyen £ exponencialis eloszlasu valészintliségi valtozd A paraméterrel, azaz legyen
¢ eloszlasfiiggvénye F(z) =1 — e hax >0, F(x) =0, ha x < 0. Szdmoljuk ki
€3 stirliségfiiggvényét.

Legyen ¢ egyenletes eloszldstu valészintiségi valtozé a [0,1] intervallumban, azaz
legyen stirtiségfiiggvéye f(x) =1, ha0 <z <1, f(x) =0, ha x < 0 vagy = > 1.
Szamitsuk ki a £° valdszintiségi valtozé varhaté értékét és szérdsnégyzetét.

2 2
0 <z <2m f(z) =0, ha x < 0 vagy = > 2m. Szdmitsuk ki a £ valésziniiségi
valtozd varhaté értékét és szorasnégyzetét.

1 1
Legyen a £ valészin(iségi véaltozo stirtiségfiiggvénye f(x) = — (1 + —sin a:), ha

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 1200 alkalommal egymaéstol fiiggetleniil, és
Osszeadjuk a paros értékii dobasok eredményét. Adjunk jé kozelité becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normalis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az O0sszeg 2280 és 2500 kozé esik.

Legyen adva n darab &i,...,&, valészinliségi véltozé egy (92, A, P) val6szintiségi
mezon. Mikor mondjuk, hogy ezek a &1, ... ,&, valdszintliségi valtozdk fliggetlenek
egymastol?

MEGOLDASOK
Vezessiik be a kovetkezd £;, 1 < j < 10 valdsziniiségi valtozokat: &; = 1, ha
a J-ik huzas piros {; = 0, ha a j-ik huzas fehér. Ekkor minket az S = ij &
valészintliségi valtozé varhatéd értéke és szérésnégyzete érdekel. Jegyezziik I;eg,
hogy E¢; = E& = %, Var§; = Var§; = % — (%)2 = 2—5 minden 1 < j < 10 indexre,
és Cov (&5,&,) = BE&, — B ES, = BE&é — EGES = - 5 — (%)2 = — e

10

minden 1 < j,k < 10, j # k indexre. Innen ES = ) E¢ = 2, és Var§ =
i=1

ZVar{]—l—Zz z Cov (&,&k) =10 £ — 90 5= = %2

j=1k=j+1
Jelolje G(x) a &3 valészinfiségi valtozé eloszlas és g(x) €2 stirtiségfiiggvényét. Ekkor
G(z) = P(&3 < 2) = P(¢ < 2/3) = F(2'/3), ahol F(z) =1 — e ** ha 2 > 0,
F(z) = 0, ha z < 0. Ezért G(z) = 0, haz < 0, G(z) =1 — e=2=""" " Mivel
g(x) = G( ) ezért g(x) =0, haz <0, g(x) = %)\m_Q/g’e_)‘ml/g, ha z > 0.

1
Elsé megoldds: E&5 = fol o dr = [ﬁ]o = %, és Varg® = E(£°)* — (EE)? =



5.)

11 _ 25
11 36 = 396"
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11 1
E£0 — (—) B¢ = fo 210dy = [T} = -, ahonnan Var¢&® =
0
Midsodik megoldds: Szamoljuk ki el8szor az n = £° valdszintiségi valtozd g(z)
stirtiségfiiggvényét. G(z) = P(n < x) = P(¢é < /%), G(z) = 2"/, ha 0 < z < 1,

és G(x) =0,haz <0,G(x) =1, haz > 1. Innen g(x) = dG;m), g( )= 12745 ha

0<z<1,g(xr)=0,hax<0vagy = > 1. EzértE§5 En—fo -1_4/5da:—

L[347]] = 3, Varé® = Varn = B — (Bq)? = [} a® LoV de — (3)° =
175 11/5170 _ 1 1 _ 25
5[115‘7 }0_11 36 — 396"

Tudjuk, hogy

27 1 1 1 27 1 27
Eﬁz/O x% <1+§sinx):%/0 xda:—l—a ; rsinxdzx,

Var ¢ = BE2 — (E€)?, és

27 2 1 1 1 27 1 27 9
E{QZ/O or <1—|—§smx> :%/0 x da;—i—ﬂ x“sinx dz.

Tovabba 5- OQdex = % (22)2 =, és % f027r r?dx = % (2? = %WQ,. Parcialis
mtegralassal (rsinx = —a:d% cos z szereposztassal) kapjuk, hogy
1 2T ‘ p 1 [ ]27'r N 27 p
— rsinxdr = — |—xcosx — cos x dx
A7 4 0 a7 /o
1 . ior 1
= — (-2 sinx ) ==
in < ™+ [sinalg 2
Hasonldéan, kétszeres parcialis integralas adja, hogy
[, 1 ) a1 (77
pp ; x smmdmzﬂ[—x cosa:]o +E 2x cos x dx
9 27 1 9
= — — [2xsi T— sinzdr = -7+ — [2zsinz]|)" = —7.
7r—|—47r[x in x|, o7 /. + 7T[ lo

InnenEﬁ—w——E{'2 7T —m, Varé = % 7'('—(71'—%)2:%2—%'

Vezessiik be a kovetkezo fj, 1 < j < 1200, valésziniiségi valtozokat: §; = 2, ha

a J-ik dobés értéke 2, {; = 4, ha a J-ik dobds értéke 4, {; = 6, ha a J-ik dobas

értéke 6, £ = 0, ha a J-ik dobés értéke 1, 3 vagy 5. Ekkor a §; valdszinliségi
1200

valtozok fiiggetlenek és egyforma eloszlasiak, és az S = ) &; jeloléssel minket a
j=1

P(2280 < S < 2500) valdszintiség érdekel. Tovédbbé, E¢; = %(24—4—#6) =2, Eff- =

(22442 +6%) = 2, Varg; = EE — (E&)? = 13, ahonnan ES = 2400, Var S =

1200 - ¥ = (80)*. Innen P(2280 < § < 2500) = P(-1.5 < 5=25 < 1.25), és a

centralis hatareloszlastétel szerint P(—1.5 < S—\/gs < 1.25) ~ ®(1.25) — ®(—1.5) =

O(1.5) + ®(1.25) — 1 ~ 0.8944 + 0.933 — 1 = 0.8276. A keresett valdszinliség tehdt
kortlbelil 0.83.




6.) Valdsziniiségi valtozok fiiggetlenségének a definiciéja. Legyenek &1, ..., &,
valészindségi vdltozok eqy (£, A, P) valdsziniiségi mezdén. Azt mondjuk, hogy ezek
a valosziniségi valtozok figgetlenek, ha minden x+,...,x, valds szamra

P<£1 <1,--58n <$n) :P<£1 <$1)P(€n <xn)-
Elfogadtam a kovetkezo vélaszt is, mert a valdszintiségszamitas bizonyos eredmé-
nyei szerint ez ekvivalens az eredeti definicidval.

A &1, ...,&, valosziniiségi vdltozok akkor figgetlenek, ha a szamegyenes minden
B, ..., B, Borel mérheté részhalmazdra teljesil a

P(gl€B17~--a£n€Bn):P(€1EBI)"'P(anBn>

azomnossdyg.



