A december 16.-i gyakorlat témaja

1.) Egy pénzdarabrol ellendrizni akarjuk, hogy igaz-e az a hipotézis, amely szerint ez
3 1

az érme legaldbb 7 valdszinliséggel esik a fej és legfeljebb 7 valdsziniiséggel az
iras oldalara. Ennek érdekében feldobjuk a pénzdarabot 30 000 alkalommal, és a
kovetkezd dontési szabdlyt hozzuk. Valasztunk egy k szamot, és akkor fogadjuk
el a hipotézist helyesnek, ha legalabb k fejdobas tortént. Legaldbb mekkoranak
kell valassztanunk ezt a k szamot, ha azt akarjuk, hogy egy a hipotézist teljesito
pénzdarab esetén legalabb 0.9 valdszintiséggel dontsiink gy, hogy a hipotézis tel-
jesiil?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd valdsziniiségi valtozdkat: £; = 1, ha a j-ik
dobés eredménye fej, §; = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds, 1 < j < 30000,

30 000
S = Saoo00 = ., &. Ha a fejdobas eredményének valészintisége pontosan 7
j=1
3 3 9 3
E¢; = 1 Esz =7 Var¢; = Esz — (E¢;)” = 16’ ES = 30000E¢; = 22500,

Var S = 30000Var &; = 5625 = 75%. Innen és a centralis hatdreloszlastételbdl,
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Vaélasszuk a k szamot 1gy, hogy a fenti valészintiség koriilbeliil 0.9 legyen. Ekkor

k — 22500 22500 — k
a P (7—5) = 0.1 vagy ami ezzel ekvivalens, a ¢ — ) = 0.9 egyen-
s . s ., 22500 -k
letet kell kielégiteniink. A normadlis eloszlas-tablazat alapjan ——— ~ 1.28,

75
3
ami azt jelenti, hogy k = 22500 — 75 x 1.28 és p = 1 esetén annak valdszinlisége,

3
hogy a fejdobasok szama nagyobb mint k£ = 22500 — 75 x 1.28 = 22212 és p = 1
esetében annak valdszintisége, hogy legalabb ennyi fejdobas torténik kortlbeliil 0.9.

3
Ha p > 7 akkor ez a valdszinliség nagyobb. Ezért a k = 22212 helyes valasztés.

Megtargyalunk egy fontos diszkrét eloszlast, amellyel id6hidny miatt nem foglalkoz-
tunk.

Poisson eloszlas definicidja. Fgy & wvaldszintiségi vdltozo A paraméterii Poisson
eloszldsi, ha & nem negativ egész értékeket vesz fel, és

AR
PE=k) =" k=012

2.) Léssuk be, hogy az el6z6 definiciéban valéban egy eloszlast definidltunk.
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Megoldds: P(§ = k) = ;\ﬂ—Te*A > 0 minden k£ = 0,1,2,... szdmra. Azt kell még
megmutatni, hogy Y. P(£ =k)=1. Viszont

k=0
- — A* Y Y — A* A
ZP(&':k‘):ZFe =e Zﬁ:e et =1.
k=0 k=0 k=0

Ha ¢ és n két fiiggetlen, A illetve p paraméterti Poisson eloszldsi valdszintiségi
valtozo, akkor £ +n A + p paraméterti Poisson eloszlast valészintiségi valtozo.

Megoldas:
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Legyen ¢ standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo, azaz legyen & siri-
1
ségfiiggvénye f(x) = e=®/2 és legyen t valds szém. Szémoljuk ki az e'€
V2

valészintiségi valtozé Eelé virhaté értékét.
Megoldas:
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DOLGOZAT FELADATOK

(A programozé matematikus gyakorlaton)

Legyen egy urndban 10 piros és 40 fehér goly6. Huzzunk ki az urnabdl 10 golydt
visszatevés nélkiil. Mi a kihizottt piros golyok szaméanak a véarhatd értéke és
szorasnégyzete?

Legyen £ exponencidlis eloszlasi valdszinliségi valtozd \ paraméterrel, azaz legyen
¢ eloszlasfiiggvénye F(z) =1 — e hax >0, F(x) =0, ha x < 0. Szdmoljuk ki
€3 stirtiségfiiggvényét.

Legyen & egyenletes eloszldsti valészin(iségi valtozé a [0,1] intervallumban, azaz
legyen stirtiségfiiggvéye f(x) = 1, ha 0 <z <1, f(x) =0, ha x < 0 vagy = > 1.
Szamitsuk ki a &5 valészintiségi valtozé varhaté értékét és szérasnégyzetét.
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% (].+ 58111@)7 ha
0 <z <2m f(z) =0, ha x < 0 vagy = > 2m. Szdmitsuk ki a £ valésziniiségi
valtozo varhato értékét és szérasnégyzetét.

Legyen a £ valészin(iségi valtozo stirliségfiiggvénye f(x) =

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 1200 alkalommal egymaéstol fiiggetleniil, és
Osszeadjuk a paros értékii dobasok eredményét. Adjunk jé kozelité becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normaélis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az Osszeg 2280 és 2500 kozé esik.

Legyen adva n darab &1,...,&, valdsziniiségi valtozé egy (£2,.4, P) valdszintiségi
mezon. Mikor mondjuk, hogy ezek a &1, ... ,&, valdszintliségi valtozdk fliggetlenek
egymastol?

MEGOLDASOK
Vezessiik be a kovetkezd £;, 1 < j < 10 valdsziniiségi valtozokat: §; = 1, ha

10
a J-ik huzas piros &; = 0, ha a j-ik hizds fehér. Ekkor minket az S = ) &;

valészinliségi valtozd varhatd értéke és szérasnégyzete érdekel. Jegyezziik meg,
hogy E¢; = E& = %, Var§; = Var§; = % — (1)2 = 2 minden 1 < j < 10 indexre,

5 25

, 2

és Cov (&,&) = BE&r — BSES, = E&& — BGES = - 5% — (5) = 1o
10

minden 1 < j,k < 10, j # k indexre. Innen ES = ) E¢ = 2, és Var§ =
i=1

2 Var & + 2 zlkz 1COV(§J,§k) =10 £ — 90 = = &,

J J+

Jelolje G(x) a &3 valészinfiségi valtozé eloszlas és g(x) €2 stirtiségfiiggvényét. Ekkor
G(z) = P(& < z) = P(¢ < 2'/3) = F(2'/?), ahol F(z) =1 — e ha x > 0,
1/3

F(z) =0, haz < 0. Ezért G(z) = 0, ha z < 0, G(z) = 1 — e~ """ Mivel
g(z) = %< ( ) ezért g(x) =0, ha z < 0, g(z) = %Am_2/3e_>"”1/3, ha z > 0.

1
Elsé megoldds: EE® = [} a®dw = [%]0 = 1, & Vare® = E(&5)? — (EE)?

111

Eflo—(l) EE0 = f 20dx = [ﬁ—l}ozli ahonnan Var¢® = &5 — 5= = 2%

Midsodik megoldds: Szamoljuk ki elészor az n = &° valdszinfiségi valtozé g(x)
stirtiségfiiggvényét. G(x) = P(n < z) = P(¢ < 2'/?), G(z) = 2'/°, ha o <z <1,
és G(z) =0,hax <0, G(z) =1, haz > 1. Innen g(z) = dG(m), g( )= 127%% ha
0<z<1,g(x)=0,haz<0vagy z > 1. EzértE§5 En—fo T i _4/5dgc—
:[2 6/5}3 = ¢, Varg® = Varn = En? — fo 1 _4/5dx (%)2 =
l[f%}_L_Lzﬁ
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Tudjuk, hogy

27 1 1 1 27 1 27
E{z/o x% (1+§sinx) :%/0 l‘dl’-i-ﬂ rsinzdr,
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27 1 1 1 27 1 27
E§2:/ z?— (14 =sinz :—/ 22 dr + — z? sin z dz.
0 2m 2 2m Jo Ar Jo

2 3
Tovabbé, 5 fozﬂxdx = 4+ (2;) =, és o~ fo27T ?de = 5= (2? = 272,. Parcidlis
integralassal (zsinxz = —x% cos x szereposztassal) kapjuk, hogy
1 27 1 - 1 27
— a:sinxdx:—[—xcosx]g +—/ cos z dx
4m Jo 4m dr /o
1 o 1
= — (—27 + [sinz ) = —-.
4 < +1 lo 2
Hasonléan, kétszeres parcialis integralas adja, hogy
1 271' 1 - 1 271'
— r?sinxdr = — [—x2 oS x]i + — 2z cos x dx
4 Jo 4 4 Jo

1 2 L[ 1 2
:—W+E[2xsinx]0 —%/0 sinxdmz—w—kE[ZxSinx]O = —.

Innen B¢ =7 — 4, B&? = 3% —m, Var{ = sm2 — 7 — (7 — 3)* = %2—%.

Vezessiik be a kovetkezd §;, 1 < j < 1200, valdsziniiségi valtozokat: §; = 2, ha

a J-ik dobés értéke 2, {; = 4, ha a J-ik dobds értéke 4, {; = 6, ha a J-ik dobas

értéke 6, £ = 0, ha a J-ik dobés értéke 1, 3 vagy 5. Ekkor a §; valdszinliségi
1200

valtozok fiiggetlenek és egyforma eloszlasiak, és az S = ) &; jeloléssel minket a
j=1

P(2280 < S < 2500) valdszintiiség érdekel. Tovdbbé, E¢; = %(24—4—#6) =2, EEJQ- =

(22442 +6%) = 2, Varg; = EE — (E&)? = 13, ahonnan ES = 2400, Var S =

1200 - ¥ = (80)*. Innen P(2280 < § < 2500) = P(-1.5 < 5=25 < 1.25), és a
centrélis hatdreloszlastétel szerint P(—1.5 < #=£5 < 1.25) ~ ®(1.25) — ®(—1.5) =

V'S
O(1.5) + ®(1.25) — 1 ~ 0.8944 + 0.933 — 1 = 0.8276. A keresett valdszinliség tehdt

kortulbell 0.83.

Valészintiségi valtozok fiiggetlenségének a definicidja. Legyenek &1, ..., &,
valészindségi vdltozok egy (£, A, P) valdsziniiségi mezdén. Azt mondjuk, hogy ezek
a valosziniségi valtozok figgetlenek, ha minden x1,...,x, valds szamra

P(fl <$17~~-7€n <$n) :P<£1 <$1)"'P(§n <xn)-
Elfogadtam a kovetkezo valaszt is, mert a valdszintiségszamitas bizonyos eredmé-

nyei szerint ez ekvivalens az eredeti definicidval.

A &, ..., &, valdsziniiségi valtozok akkor fiuggetlenek, ha a szamegyenes minden
B, ..., B, Borel mérheté részhalmazdra teljesil a

P(& € By,....&n € By) = P(& € B1) - P(§n € By)

azomnossdg.



