A marcius 4.-i eléadashoz kapcsolédé gyakorlat feladatai.
Feladatok:

Lattuk, hogyan lehet egyszertien kiszamitani a A; U --- U A, alaki események
valészinliségét, ha az A;, 1 < j < n, események fliggetlenek. Ezek a szdmoldsok
természetesen kihasznaltak a tekintett események fiiggetlenségét. A kovetkezOben azt
targyaljuk meg, hogy amennyiben nincs feltétlentil fiiggetlenség a tekintett események
kozott, de ki tudjuk szdmolni az A;, N---N A;, alakd események valdszinliségét, akkor
egy ugynevezett szita formula segitségével ki tudjuk szamitani az A;U- - -UA,, események
valoszinliségét is. Tovabba megmutatjuk, hogy ez lehetové teszi érdekes feladatok
megoldasat. A kovetkezo feladatot fogjuk targyalni:

1. Egy estélyen megjelenik n hézaspar. Egy tancmester, aki nem tudja, hogy kik
hazastarsak és kik nem véletlen médon parba rendezi a férfiakat és noket a tanc
elott. Mi a valdsziniisége annak, hogy egyetlen hazaspar sem tancol egyttt? Mi
ennek a valészinliségnek a hatarértéke, ha n — oo?

Megoldds: Definidljuk a kovetkezdé A; eseményeket:
A; = a j-ik hazaspar egiitt tancol, 1 <j < n.

Ekkor minket a P(A;U---UA,) =1— P(A; U---UA,) valésziniliség érdekel.
—k)!

Vegyiik észre, hogy a P(A;, N---NA,,) = M

n!

az Osszes lehetséges parbaallitasok szama n!, mig az olyan parbaallitdsok szama,

amelyben a ji-ik, jo-ik, ..., jr-ik hdzaspar egy parba keriil (n — k)!. Tovabba

érvényes a kovetkezo az irodalomban szita-formulanak nevezett eredmény, amelyet

kiilon fogunk targyalni.

azonossag igaz. Ugyanis

Szita formula. Legyenek Aq,..., A, tetszbleges események egy (2, A, P) valdsziniiségi
mezon. Ekkor

P(Alu"‘UAn)251_52+53—--~+(—1)”+1Sn,

ahol
Se= Y,  P(A;n--NA4;).

1<j1 < <gr<n

A szita-formula segitségével kapjuk, hogy n hézaspar esetében

_(n\(n—k) 1
Sk_(k) nl kU

Innen adédik, hogy a minket érdeklé valdszintiség n hazaspar esetén

P(AyU---UA,)=1-P(AU---UA,)

n . (_1)k
—1-8+8s++(=1) SnzzT,

k=0



és ezért . .
-1 1
) — —  han— oo.

PA, U UA,) =

2. Legyenek &1, ...,& figgetlen, diszkrét valészinliségi valtozdk egy (92, A, P) valé-
szinliségi mezén, amelyek valamilyen xq,xs,... értékeket vesznek fel. Legyenek
Ay CH{z, 2, ...}, As C {20, }, oo A C {1, 29, . .. } tetszbleges halmazok.
Ekkor

P(§&€A1,& €A, &€ Ap) =P (&1 € Ay) P (& € Ag)--- P (& € Ag) .

Tovabba mutassuk meg, hogy tetszoleges {ji1,...,js} C {1,...,k} indexhalmazra
adj,...,§, valosziniiségi valtozok fliggetlenek.

Megoldas: A fliggetlenség miatt
P (& € A1,& € Ag, ..., & € Ag)

= Z Z Z (&1 =21, =22,..., & = T1)

r1E€A1 T2E€EAS TR EAL

=3 > Y PG =2)P(&=m2) - P& = 1) -

r1E€A1 T2E€AS TR EAL

Masrészt
P& € A1) P (& € Aa) -+ P (& € Ax)

=Y P=m) Y Pla=u) > P&=m).

r1€A raE€A TR EAL

Elvégezve a beszorzasokat kapjuk a feladat els6 allitasat.
A mésodik allitast megkapjuk az els6 specidlis eseteként A, = {z;,}, 1 <u <s
és A;j ={z1,22,... },ue {l,...,k} \ {j1,...,Js} vélasztdssal.

A kovetkezo feladat megfogalmazasa elott felidézziik az alabbi definiciét.

Halmaz indikatorfiiggvényének a definiciéja. Legyen adva eqy A € A esemény
eqy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Az A halmaz indikdtorfigguényén azt a x a(w)
valdsziniségi vdltozot értjik, amelyre x a(w) =1, haw € A, és xa(w) =0, haw ¢ A.

3. Legyenek Ay, ..., Ay események egy (€2, A, P) valészintliségi mezon. Az Ay, ..., Ag
események akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha azok x4, (w),..., x4, (w) indikator-
fliggvényei fliggetlenek.

Megoldds: Ha a xa,(w),...,xa,(w) indikdtorfiiggvények fiiggetlenek, akkor ezek
tetszoleges részhalmaza is fiiggetlen az eloz6 feladat eredménye szerint. Ezért min-
den {j1,...,Js} C{1,...,k} indexhalmazra

P(AjlmmAJs):P(XA“ :17"'7XAjS :1)
=P (xa;, =1) - P(xa, =1) =P(4;) - P(4;,).
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Ha az Aq,..., A, események fliggetlenek, akkor egyes A; eseményeket azok kom-
plementerével helyettesitve ismét fiiggetlen eseményeket kapunk. Felirva az 0sszes
ilyen relaciét, megkapjuk azokat az azonossigokat, amelyek a x4, (w),..., x4, (w)
indikatorfiiggvények fliggetlenségét jelentik.

. Véletleniil meghivunk 30 embert. Tegyiik fel, hogy az egyes embereknek egymastol

fliggetleniil van sziiletésnapjuk, és minden ember esetében 365 annak a valdszinii-

sége, hogy az év valamely napjan sziiletett. Mi annak a valdszinlisége, hogy van
két ember a tarsasagban, akiknek ugyanaznap van a sziiletésnapjuk?

Altalénosabban, van n urna, amelyekbe bedobunk egymastdl fliggetleniil £ golyot
ugy, hogy mindegyik golyd egyforma valdszinliséggel esik az egyes urndakba. Mi an-
nak a valdszintisége, hogy van olyan urna amelybe legalabb két golyo esik? Erdekel
minket tovabba ennek a valésziniiségnek a viselkedése, ha mind az n mind a k szam

nagy, és a k = k(n) szdémnak megfelel§ a nagysdgrendje. Lassuk be, hogy a fenti
k

Tn

valészintiségnek van hatarértéke, ha n — oo, — « valamilyen 0 < a < o0

szammal, és hatarozzuk meg ezt a hatarértéket.

Megoldds: Jelolje &; azt a valdsziniiségi valtozot, hogy a j-ik embernek az év

hanyadik napjan van a sziiletésnapja. Ekkor a &;, 1 < j < 30, valoszinliségi
1

valtozok fiiggetlenek, P (& =1) = —, 1 < j < 30, 1 <1 < 365, és P({; #

365
§; haj # j') annak a valészinlisége, hogy mindenkinek kiilonboz6 nap van a

sziiletésnapja. Ez a valdsziniiség viszont

365-364---(365—30+1):ﬁ L
365 o 365 )

mert annak valésziniilége, hogy az els6 ember sziiletésnapja az [;-ik, a méasodiké az

lo-ik és igy tovabb a k-ik ember sziiletésnapja az [i-ik napon van 365 tetszoleges
k—1

1 <1; <365, 1 < j < 30 szdmok esetén, és ezeket a szamokat (365 — 7)
=0

moédon valaszthatjuk dgy, hogy mindegyik [; szdm kiilonboz6 legyen. fgy annak a
valoszinlisége, hogy van két ember akinek ugyanazon a napon van a sziiletésnapja

29 ]
.y <1 - _>.
J=1 365
Hasonléan, annak valdszintisége, hogy ha k golyét dobunk n urnaba az adott
k—1 ;
moédon, akkor van olyan urna, amelyikbe legaldbb két golyé esik 1 — ] (1 — l).
i=1 n

k—1 ; k—1 ;
Adjunk j6 kozelitést a log [] (1 — l) = > log (1 — l) kifejezésre, ha n — oo,
j=1 n j=1 n

2 . .
ﬂ — «. Heurisztikus érvelés szerint mivel log (1 — l) ~ L a log(1 + z)
n n

vn
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k—1 ; k=1 ; E— 1)k
fiiggvény Taylor sorfejtése szerint, ezért > log (1 — l) z u
j=1 n n

k(n)—1 2 k
ahonnan log ] (1 — l) — —a—, ha n — oo, és (n) — «. Ez a szamolds
j=1 2 Vn

precizzé tehetd, ha felhasznaljuk példaul azt az egyenlétlenséget, amely szerint

n n n ' vn
ami szintén kovetkezik a log(1+x) Taylor sorfejtésébdl. Miért? Innen kapjuk, hogy

k(n)—1 .
1-— (1_)[ (1—l> —>1—e*0‘2/2,han—>oo,és @Ha
n vn

. Egy urnaban F' fehér és P piros golyé van. Kihizunk véletleniil egy golydt, majd
visszadobunk R, R > 0 ugyanolyan szinii goly6t az urndba. Minden hiizas soran a
korabbiaktol fiiggetleniil az urnaban levo egyes golydkat egyforma valdszinliséggel
htzzuk ki. Lassuk be, hogy annak a valdszinlisége, hogy a j-ik huzasban piros
goly6t hizunk megegyezik annak valdszinliségével, hogy az els6 huzasban hizunk
piros goly6t. Annak valdsziniisége, hogy a j-ik és k-ik hiuizasban hizunk piros
golyé6t, j # k, megegyezik annak valészintiségével, hogy az elsé és masodik hiizasban
htizok piros golyoét.

. . 22 t. .
log<1—l)—|—l g%gcons hanelégnagyésiga—i—l,
n n

Jj=1

Megoldas: Vegyliik észre, hogy egy olyan huzassorozatnak a valdszinlisége, amely
N piros és M fehér golyot tartalmaz csak az N és M szamtol fligg, nem fiigg a
kiilonbo6z6 szinti golyok hizasanak a sorrendjétol. Valoban, egy ilyen htzassorozat
valészintiségét fel tudjuk irni. Ez

P(P+R—1)---(P+ (N -1)(R-1))
N+M-—1
[ (P+P—k(R-1)
k=0

F(F+R—1)--(F+(M~1)(R~1))

P(N, M) =

(Miért?), és innen kovetkezik az allitdas. Innen lathatd, hogy annak valdszintiisége,
hogy pontosan N piros és M fehér golyét hiuzunk és az elsé huzas eredménye
piros megegyezik annak valdszintiségével, hogy pontosan N piros és M fehér golydt
hizunk és a j-ik hiizas eredménye piros. Ugyanis mind a két valdszintiség

(N+M—1

A )P(N, M).

Innen kovetkezik, hogy annak valdszintisége, hogy az elsé huzas piros megegyezik
annak valdészintiségével, hogy a j-ik htzas piros. Hasonléan lathatd, hogy annak a
valoszinlisége, hogy a j-ik és k-ik hiizas piros megegyezik annak valdszintiségével,

hogy az els6 és a masodik hiizas eredménye piros. Ezutéan a keresett valdszintlisége-
P

P+ F’

ket konnyen kiszamithatjuk. Annak valdsziniisége, hogy a j-ik huzas piros



P(P+R—1)
F+P)(F+P+R-1)
J#k,

és ( annak a valdszintisége, hogy a j-ik és k-ik huzas piros,

Megjegyzés: A most vizsalt modell R = 0 esetén a visszatevés nélkiili, R = 1 esetén
a visszatevéses urnamodellt adja mint specialis esetet.

. Egy urndban z zold és s sarga goly6 van. Egymaéas utan kihtzunk négy golyot ugy,
hogy minden hiizas utan a goly6t visszadobjuk az urnaba, és vele egyiitt az urnaba
dobunk 2 ellenkez6 szinii golyét. Mi a valdszintisége egy zold, zold, zold, sarga
hizéssorozatnak?

//////

Z=(z6ld), annak feltételes valdsziniiségét, hogy a mésodik hizas Z, feltéve, hogy az
els6 huzas Z, annak a feltételes valdszintiségét, hogy a harmadik hizas eredménye
Z feltéve, hogy elétte Z,7Z és annak feltételes valdsziniiségét, hogy a negyedik

hizas eredménye S feltéve, hogy elotte Z,Z, Z huzas volt. Ez a valdsziniiség,

6
illetve feltételes valészintiségek © , : ) & , s . A keresett
z2+s z+s+2 z+s+4 z+s5+6
Z z s+

245 24542 z+s+4 2+s5+6

valoszintliség

. Tekintsiik az eloz6 feladatban bevezetett urnamodellt. Szamitsuk ki annak a va-
16szintiségét, hogy az els6 huzas eredménye zold, és annak, hogy a masodik huzas
eredménye zold.

. Loy P . . <
Megoldds: Annak valészintlisége, hogy az els6é huzéds eredménye z6ld ——. Az az
zZ+s

esemény, hogy a masodik hizas zold ugy fordulhat elé hogy vagy egy zold, zold

vagy egy sarga, zOld huzassorozat jelenik meg. A masodik keresett valdszintiség
z s

ezen két huzassorozat valdszintiségének az 6sszege, tehat
z+2 22 45(2+2)

z4+s5+2 (z4+s8)(z+s5+2)

Megjegyzés: Ebben a feladatban olyan urnamodellt tekintettiink, amelyben eltér

annak a valdszintisége, hogy az els6 hizasban illetve annak a valészintisége, hogy a
masodik hiizasban hizunk zold golydt.

Zz+8 z+s8s+2 z+s

. Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabot 100-szor egymads utan. Szamitsuk ki a fej-
dobasok szdaméanak varhaté értékét.

Megoldas: A fejdobasok szama 0 és 100 kézott van. Annak valdszinlisége, hogy k
100
fejdobds kovetkezik be, 0 < k < 100, py = ( )2_100. Ezért a dobdsok szdmanak

k
) o 00 100\ ,_100 . o o .
vérhat6 értéke FE = 5 i 2 , ahol ¢ jeloli a fejdobasok szamat megado
k=0

valoszinliségi valtozot. Ezt az osszeget kozvetleniil kiszamithatjuk. Valoban, mivel
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10.

100 99 ,
k( i ) = 100(k B 1), ezért
100 99 99
100 99 1 1
E¢ = k 2—100 — 2—99 — - - — )
¢ k§_0 (k) 50;;_0:("‘/’) 50( 5+ 5 50

Valéjdban a vizsgalt varhaté értéket egyszertibben is kiszamithatjuk. Vezessiik be

a &; valdszinliségi valtozokat, {; = 1, ha a j-ik dobds eredménye fej {; = 0, ha a
100

j-ik dobés eredménye irds, 1 < j < 100. Ekkor a fejdobasok szdma & = ) &;,

7j=1
100

E¢ =3 E¢;. Mivel E¢; = 1,1 < j <100, ezért EE = 1 - 100 = 50,
j=1

Feldobunk egy szabalyos dobdkockat 100-szor egymas utdn. Tekintsiik a dobasok
eredményeinek Osszegét. Szamitsuk ki ennek az Gsszegnek a varhaté értékét.

Megoldds: Definidljuk az ny, ..., 100 fiiggetlen valdsziniiségi valtozokat ugy, hogy n;
és a a j-ik dobas értéke megegyezik. Ekkor P(n; = k) = %, 1<5<100,1<k<6,
100
és minket a & = ) n; valdsziniiségi valtozé varhaté értéke érdekel. Ez konnyen
j=1
100 100
kiszdmolhaté, mert E{ = E Y n; = > En;, Enj = 2(1+2+3+4+5+6) = 3.5.
j =1

j=1 J
Innen E¢ = 350.

Hazi feladat:

Feldobunk egy szabalyos dobodkockat 100-szor egymaés utdn. Tekintsiik a paros
értékit dobasok eredményeinek 0sszegét. Szamitsuk ki ennek az 6sszegnek a varhatd
értékét.

Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabat 100-szor egymés utan. Tekintsiik az egymést
kovetd fej-fej dobédssorozatok szamét, és szamitsuk ki annak varhato értékét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd £, 1 < j < 99, valészinliségi valtozokat: &; = 1,

ha a j-ik és j + 1-ik dobasok mindegyikének eredménye fej, £; = 0 egyébként.
99

Vegyiik észre, hogy minket az S = ) §; valdszintiségi valtozé véarhaté értéke
j=1

99 99 99 1 .
érdekel. Ezért ES = E| > & | = Y E¢ = R mivel E¢; = 1 (Erdemes
j=1 j=1

megjegyezni, hogy az ebben a feladatban tekintett {; valészinliségi valtozék nem
fiiggetlenek, de a fliggetlenségre nincs szitkség a varhaté érték additivitasahaz.)



