A marcius 18.-i el6adashoz kapcsol6édo gyakorlat feladatai.
Feladatok:

1. Adjunk egyszerti, a binomidlis eloszlas valészintiségi tartalmat kihasznélé bizonyi-
tast arra, hogy a B(n, p) és B(m, p) binomialis eloszldsok konvolicidja a B(n+m, p)
binomidlis eloszlas.

Megoldas: Dobjunk fel egy pénzdarabot, amely p valdszinliséggel esik a fej és 1 —p
valészintiséggel az iras oldalara n + m alkalommal egymastol fliggetleniil. Jeldlje,
S az els6é n dobasban, T" az n + 1-t6l n + m-ig tarté dobasokban, U pedig az n+m
dobasban megjeleno fej-dobasok szamat. Ekkor S és T fiiggetlenek, U = S + T,
tovabba S B(n,p), T B(m,p) és U B(n + m,p) eloszlasi valdszintiségi valtozo.
Innen és a konvolucié valdszintiségi tartalmabdl kovetkezik a feladat allitasa.

2. Szamitsuk ki egy B(n,p) eloszldsu & valdsziniiségi valtozé varhaté értékét és szo-
rasnégyzetét az e fogalmakat definidlé Osszegek kiszamitasanak a segitségével.
Megoldas:

B = Zk(’;)pk(l -t B =YK (Z)pm —p)
k=1

k=1

és Var& = E¢% — (E€)?. Ezeket a kifejezéseket kell kiszdmolnunk. Vegyiik észre,
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és Var & = np + (n? — n)p? — n?p? = np(1 — p).



Hazi feladat:

> p; = 1 paraméterekkel. Ekkor E¢; = np;, Var§;, = np;(1 —p;), 1 < j <r
j=1

és Cov (&;,&k) = —npjp, 1 < j,k<r,j#k.

. Bizonyitsuk be valdszinliségi meggondolésok segitségével, hogy egy r1 és p paramé-
terti valamint egy ro és p paraméterii negativ binomidlis eloszlas konvolticiéja egy
r1+ 19 és p paraméteri negativ binomidlis eloszlasi valdszintiségeloszlas. Kovetke-
zésképpen, egy r és p paraméterli negativ binomidlis eloszlas el6all mint r darab p
paraméterii geometriai eloszlas konvolucidja.

Legyen (&1,...,&) polinomidlis eloszlast véletlen vektor n és p;, 1 < j < r,
'

Megoldas: Dobjunk fel egy pénzdarabot, amely p valdszintiséggel esik a fej és 1 —p
valoszinliséggel az iras oldalra végtelen sokszor egymastél fiiggetleniil. Definidljuk
a &, j = 1,2,..., valészinliségi valtozdékat tgy, hogy &; = 1, ha a j-ik dobds
eredménye fej, £; = 0, ha a j-ik dobas eredménye irds. Definidljuk a Zi, Zo, ...
valoszinlségi valtozokat gy, hogy Z; jeldli azt, hogy hanyadik dobdsban kovetke-
zett be a j-ik fejdobds, j = 1,2,.... Azt allitjuk, hogy az U; = Z; — Z;_1, Zp = 0,
j = 1,2,..., val6szinfiségi valtozdk fiiggetlenek, és P(U; = k + 1) = p(1 — p)¥,
minden j =1,2,... és k =1,2,... szamra. Ez azt jelenti, hogy Z, = U; +--- +
U-, r=1,2,..., azaz a Z, valdszinlségi valtozot eldallitottuk, mint r fliggetlen,
geometriai eloszlasu p paraméterii valoészintiségi valtozé osszegeként. Ezért elegendd
a fenti allitast belatni.

Viszont

{w: Uhi(w) =k1 + 1L,Uz(w) =ka +1,...,Up(w) =k, + 1}
={w: Zi(w) =k +1,Z2w) =k +ka+2,....Z,(w) =k1 + -+ k. +7}
={w:§(w)=0, hal<j <k, &1(w) =1,
£ =0 hak +2<j<ki+ko+1,&, 1h42(w) =1,
=0, haki+hke+3<ki+ka+ks+3,... 8+ thtr(w) =1}

Ezért

P(Ui(w) =k + 1L, Us(w) = ko + 1,...,Up(w) = kyp + 1) = p"(1 — p)frt-Thr

=[[pt -0 =[] PW; =k; +1),
j=1 j=1

ahol U; geometriai eloszldsu valoszinliségi valtozé p paraméterrel.
. Szamitsuk ki egy n és p paraméterii negativ binomidlis eloszast valdszintiségi val-
toz6 varhato értékét és szordsnégyzetét annak az ismeretnek a segitségével, hogy

egy p paraméteri geometriai eloszlasi valdszintiségi valtozé varhato értéke — és
p

szorasneégyzete 2



Megoldas: Tekintsiink n darab fiiggetlen geometriai eloszlasi valdszintiségi valtozot
p paraméterrel. Ezek Osszege negativ binomidlis eloszlasu valdszintiségi valtozd n
és p paraméterrel. Mivel a varhaté érték és szorasnégyzet fiiggetlen valdszintiségi
valtozok Osszegére osszeadddik, innen kovetkeik, hogy a keresett varhatéd érték és

n(l—p)

n
szorasnégyzet — és szorasnégyzete .
gy » gy D2

. Léassuk be, hogy amennyiben egy & valdsziniiségi valtoz6 generatorfiiggvénye va-
lamely g(x) fiiggvény, akkor B¢ = ¢'(1), Varé = ¢”(1) + ¢’(1) — ¢’(1)?, ahol az
altalanos esetben a ¢'(1) = lim1 g'(z) és ¢"(1) = lim1 g"(z) képletek definialjak
ezeket a mennyiségeket. Szamoljuk ki egy r és p paraméterii negativ binomidlis
eloszlasu valdszintiségi valtozo varhatd értékét és szérasnégyzetét, felhasznalva,
px

i .
T 12 (1—pa uggvény.

hogy e valésziniiségi valtoz6 generdtorfiiggvénye a

Megoldds: A g(x) = > ppa® fiiggvény két egymdsutani derivdldsa és az x = 1
k=0
helyettesités adja, hogy ¢'(1) = > kpr = E¢, ¢"(1) = > k(k — 1)pr, = EE(E —
k=1 k=1

1). Mint azt az el6addson megtargyaltuk az analizis bizonyos eredményei lehet6vé
teszik a fent alkalmazott tagonkénti derivaldst. Ezért E¢ = ¢'(1), E&2 = ¢”"(1) +

g'(1), és Varg = ¢"(1) + ¢'(1) — g'(1)*.
Az r és p paraméterii negativ binomidlis eloszlas generatorfiiggvénye

Innen

r r24+r 2

Behelyettesitéssel ¢ =
r(1-p)
P
. Mutassunk példét olyan P = {pr: k=1,2,... },pr >0,k =0,1,2,..., > pp =1,
k=0

3

oo
valészintiség eloszldra a nem negativ egész szdmokon, amelynek g(x) = > ppa®
k=0
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generatorfiiggvénye semmilyen € > 0 szdm esetén nem konvergens a —1 —e < z <
1 + ¢ intervallumon.

x 1
Megoldds: Legyen o > 1 tetszéleges szam. Ekkor C'(a) = > o < 00, €8 pp =
k=1
1
pr(a) = W, k=1,2,..., valoszinliségeloszlas. Ennek generartor fiiggvénye a
o)n®
% ek — L2 1 k l
¥ = —— — semmilyen € > 0 szamra nem konvergdl a —1 — ¢ < z <
kglpk Cla) =1 ko Y . &
1 + ¢ intervallumon, mert minden x > 1 szamra lim T Q.
k—oo k&
Hadzi feladat:
Legyen £ geometriai eloszlasu valészintiségi valtozd, azaz legyen P(§ = k) = p(1 —
p)*~1 k = 1,2,.... Léssuk be, hogy ¢ teljesiti a kovetkezd (diszkrét) orokifju
tulajdonséagot.

P=k+l¢>1)=p(1—-p) " =PE=k).

. Szamoljuk ki annak valdszintiségét, hogy a lottéban pontosan hidrom talalatunk
lesz.

Megoldas: Ez a valészinliség

£ o (5

toltések szdma, amely harmas taldlatot eredményez (a ki nem huzott szamokbdl
kett6t, a kihtzott szamokbdl harmat kell valasztani), az Gsszes kitoltések szama

) az Osszes olyan ki-

90
( 5 ), és minden Kkitoltés egyforma valdszint.

. Széamoljuk ki egy N, M és n paraméterli hipergeometrikus eloszlasu ¢ valdsziniiségi
valtozd varhatd értékét és szérasnégyzetét, azaz egy olyan valdszintiségi valtozo
varhaté értékét és szordsnégyzetét, amelyre

ren-Wbok) o

G

M nM M\ n—n
Mutassuk meg, hogy E¢ = N Var§ = N (1 B ﬁ) N-1

Segitség: Tekintsiink egy urnamodellt, amelyben £ jeloli azt, hogy N piros és N — M
fehér golyobdl n visszatevés nélkiili hiizasban hény piros golyét hizunk. Legyen

¢ = 1, ha a j-ik hizds eredménye piros, {; = 0, ha a j-ik hizds eredménye
n

fehér, 1 < j < n. Ekkor a £ = ) ¢ valdszinliségi valtozé varhaté értékét és
i=1
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szorasnégyzetét kell kiszamolnunk. Hogyan kell ezt csindlni? Emlékezziink arra,
hogy mint korabban megmutattuk, ebben a modellben annak a valdszintisége, hogy
valamely hizds(ok)ban piros goly6t hiizunk nem fligg attél, hogy hanyadik hizést
tekintettik.

Megoldas: Tekintsiink egy urnat, amely M piros és N — M fehér golydt tartal-
maz, és hizzunk ki n golydt visszatevés nélkiil. Legyen {; = 1, ha a j-ik htzas

piros, §; = 0, ha a j-ik huzéas fehér. Ekkor a megoldandé feladat ekvivalens az
S = > & varhaté érékének és szordsnégyzetének a kiszdmoldsdval. Viszont mér
j=1
2

M M M
korédbbi eredményekbdl kovetkezik, hogy F¢; = —, Var§; = — — ( — | min-

N N N

MM-1 (M\?> . 1

NN 1 N minden
1 <4,k <n,j+# kszamparra. A varhato érték additivitasabdl kovetkezik, hogy

den 1 < j < N indexre, tovdbbé, Cov (&;,&;) =

ES = nT (Itt nincs sziikség az Osszeadandok fiiggetlenségének a feltételezésére.)

Az Osszeg szorasnégyzetének kiszamitasara tanult dltaldnos képletbdl, (amikor az
osszeadanddk nem feltétleniil fliggetlenek) és a fenti formuldkbdl kovetkezik, hogy

Var S = nVar&; + n(n — 1)Cov (&1, £2)

N—oo

M
9. Ha N — oo, lim N = p, 0 < p < 1, n rogzitett egész szam, akkor

M\ (N —-M
lim i n-k/ _ (" #(1—p)"* minden 0 < k < n szdmra
R N =15 )p D i <k<nsz .
n
Megoldas:
M\ (N —-M
k n—=~k
N
n
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nl MM-1)(M—-k+1)(N—M)---(N—M-n+k+1)

T k(n—k)! N(N—1)--(N—k+1) (N—k)---(N—n+1)
()

MM —1)- (M —k+1) e, (N=M)- - (N—M—n+k+1)

t
et NN—-1)---(N—-k+1) B (N—=Ek)---(N—-n+1)
(1—p)" % ha N — co.
Hazi feladat:
Legyenek &1, ...,&r és m1, ..., ma valdszintiségi valtozdk ugyanazon a valdszintiségi

mezon. Lassuk be, hogy

L M
waznk =2_ > Cov (&m).
7j=1

k=1 j=1k=1

Legyen (&1,...,&,) véletlen vektor polihipergeometrikus eloszldsi Ni,... N, és n
paraméterekkel. Szamitsuk ki az E{; varhaté értékeket, a Var¢; szoérasnégyzetet
minden 1 < j < r szamra és a Cov (§;,&) kovarianciafiiggvényt, ha 1 < j,k <r,
J # k.

Segitség: A hipergeometrikus eloszldsrol sz6l6 hasonlé feladat médszere természetes
modon adaptalhaté ebben az esetben is.

Megoldds: Szamitsuk ki elészor a Cov (€, &) kovarianciafiiggvényt. Ennek érde-

kében tekintsiink egy urnat, benne N; 1-es, Ny 2-es, ..., N, r-es szini golyét, és
T
hizzunk ki belélik n-et visszatevés nélkiil. Legyen N = > N, és vezessiik be
k=1

a kovetkez6 1,5, 1 <1 <mn, 1 < s < r, valészinliségi valtozokat: 7, = 1, ha az
[-ik huzasban s-es szinl golyét htzunk, és n; s = 0, ha az [-ik hdzas eredménye

més. Definidljuk a & = Z m,s véletlen Gsszegeket, 1 < s < r. Ekkor a Cov (&5, &)
1=

kovarianciafiiggvényt kell klszamolnunk az elobb definidlt valoszinliségi valtozdkkal.
Ezt a hipergeometrikus eloszlas esetén alkalmazott érvelés természetes adaptacio-
javal és az el6z6 héazi feladat eredményének felhasznalasaval tehetjiik meg.

El6szor ki kell szamolnunk az Cov (1 ;, miv 1) kovarianciafiiggvényeket. Kiilon kell
valasztani az [ = I’ és | # I’ eseteket. Mind a két esetben hasznalhatjuk azt a
tényt, hogy hasonléan a két szinii golyot tartalmazé urnamodellhez annak, hogy
milyen valdészintiséggel hiizok bizonyos eléirt szinti golydkat adott hizasban nem
fligg attol, hogy hanyadik huzast tekintettiikk. Miért?

Az [ =1 esetben
Cov (mj,mr)=Pm;j=Lmr=1)—P(m;=1)P(mr=1)

NNy,
=—P(m;=1)P(mr=1)=— ]]\[2 :




11.

12.

Ha [ #[’, akkor
Cov (mj.mk) =Pmy=Lmye=1)—P(m;=1)P(mir=1)

_ N;N, N; Ny
~ N(N-1) N2

Innen, illetve az el6z6 hazi feladatban megfogalmazott eredmény alapjan

Cov (6,60) = ~n 3+ nln 1)

Nij Nij (TL—N)Nij
N2 N -

(N-1) N? (N —1)N?

Az E¢; és Var&; mennyiségeket is ki lehet szamitani hasonléan, de erre nincs
sziikség. Ha csak azt vessziik figyelembe, hogy az [-ik huzasban j-es vagy mas
szinii goly6t huztunk-e, azaz csak az n;,; valészintiségi véltozokkal dolgozunk, akkor
rovid meggondolds utan lathatjuk, hogy ugyanazt az eredményt kapjuk, mint a
(két szinnel rendelkezd) hipergeometrikus eloszldst modellez6 urnamodell esetén

N,
M = N; és N — M = N — N; paraméterekkel. Ezért E¢; = n=2, Var§; =

N
Nj Nj N—’I’L
"N N)N-1

Mutassuk meg, hogy a Poisson eloszlas generatorfiiggvényének alakjabdl lathato,
hogy ha & és n két fiiggetlen, A illetve p paraméterti Poisson eloszldsi valoszintiségi
valtozo, akkor & +n A + p paraméterti Poisson eloszlast valészintiségi valtozo.

Megoldas: Jeldlje gx(x) a A paraméterti Poisson eloszlds generdtorfiiggvényét. Lat-
tuk, hogy gx(z) = €@V, Innen ltszik, hogy gri.(z) = gx(z)gu(z). Innen
viszont, mint azt az eléadason megbeszéltiik kovetkezik a feladat allitasa.

Legyen adva k darab urna, és ezekbe dobjunk be véletlen £ szamu golyot, ahol
¢ Poisson eloszlasu valészinliségi valtozo A > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes
dobésok eredményei egymastol és a & valdszinliségi valtozétdl fliggetlenek. Tegyilik
fel tovdbb4, hogy minden egyes dobdsnal a golyé az j-ik urndba p; > 0 valészinii-

k
séggel esik, j = 1,...,k, > p; = 1. Jelolje n; a j-ik urndba es6é golydk szamat.
j=1
Ekkor az n;, j = 1,..., k valészinliségi valtozok fliggetlenek, és n; Poisson eloszlast
Ap; paraméterrel, j =1,... k.

Megoldas:

bt )
P(m:ll,...,nk:lk):P(§:l1+-~-—|—lk)(llllmlk‘k) pit -l

At +lk) . }
PR 5 SR I
AN by PR

A LNV

_ AT AT kg A thpe) )7

Tl g e Hl v
j:



13.

tetszoleges [y > 0, ..., I > 0 egész szamokra. Innen addédik az allitas.

Léssuk be az el6z06 feladat segitségével a kovetkezo allitast:

Legyen adva & Poisson eloszldsi valészintiségi valtozo A paraméterrel. Dobjunk
le egymastol és a & valdszinliségi valtozdétdl fiiggetlentil véletleniil egyenletesen &
darab pontot az egységintervallumra, azaz tegylik fel, hogy minden pont b — a
valdszintiséggel esik valamely [a, b] C [0, 1] intervallumba. Ekkor a [0, 1] intervallum
tetszoleges felbontdsara [so, 1], [s1,S2], --- , [Sk—1, Sk| intervallumokra, 0 = sq <
51 < .-+ < s = 1, az egyes intervallumokba esé pontok szama egymastol fliggetlen
Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozé s; — s;_1, 1 < j < k, paraméterrel.

Megoldas: Tekintsiik a kovetkezo urnamodellt. Tekintiink & szamu golyot, tehat
annyit, ahany ledobott pontot tekintettiink az el6z6 feladatban. Tegyiik az [-ik
golyét a j-ik urndba, ha a Il-ik pont az [s;_1,s;] intervallumba esett, 1 < j <
k. Akkor az eloz6 feladat eredménye alapjan az egyes urnakba eso golydk szama
egymdstol fiiggetetlen Poisson eloszlasi valdsziniiségi valtozé s; —s;j_1, 1 < j < k,
paraméterrel. Innen kovetkezik a feladat allitasa.

Hadzi feladat:

Legyenek &;, j = 1,...,r, fliggetlen Poisson eloszlasi valdsziniiségi valtozok Aj,
1 < j <r, paraméterekkel. Mutassuk meg, hogy

P 61_k17"'7 Zé]_n = H r

ha Y kj =n. Azaz a &, ..., vektor feltételes eloszlasa feltéve, hogy > k; =n
j=1 Jj=1

by
> A

s=1

a polinomidlis eloszlas n és p; = , 1 < j <r, paraméterekkel.



