A marcius 11.-i el6adashoz kapcsol6édo gyakorlat feladatai.
Feladatok:

1. Minden m valds szdmra
E(§ —m)® = B¢ - E¢)® + (B¢) —m)*.

Kovetkezésképpen
Var{ = inf  E[(€—m)?].

—oco<m<oo

Megoldas:

E(¢ —m)? = E[(€ — E¢) + (B —m)]?
= E(¢ — BE¢)® —2E(E —m)E({ — E¢) + E(§ —m)?
= E(¢ — E€)* + (BE) —m)?,

mert 2E(§ — m)E(§ — E§) = 2E(§ — m)(E¢ — E€) = 0. Ebbdl az azonossiagbdl
adédik, hogy E(& —m)? > E(£ — E£)? minden m valds széamra. Viszont m = E¢
esetén az egyenlotlenség két oldala megegyezik.

2. Egy szabdlyos pénzdarabot feldobunk 100-szor egymés utan. Szamoljuk ki a fej-
dobasok szamanak a varhaté értékét és szérasnégyzetét. Szamitsuk ki ezt egyrészt
direkt médon felirva és kiszamolva a varhato értéket és szérasnégyzetet kifejezo
Osszeget masrészt egyszeriibben a fliggetlen valdszintliségi valtozok szérasnégyzetét
kifejez6 képlet segitségével.

Megoldas: A fejdobasok szama 0 és 100 kozott van. Annak valdszinlisége, hogy

100
k fejdobas kovetkezik be, 0 < k < 100, pp = < i )2_100. Ezért a dobasok

100~ 7100
szaménak varhato értéke K€ = > k:( i )2_100, ahol & jeloli a fejdobasok szamat
k=0
100 100
megadd valésziniiségi valtozét. Tovabbd EE2 = k2( " )2_100, a szérasnégyzet
k=0

pedig Varé = E¢? — (E£)2. Ezeket az Osszegeket kozvetleniil kiszamithatjuk.
100 99 100~ /100 99 99

Valéban, k — 100 JEBE= Sk 2100 — 50 3" k(7 2799 =
k k-1 = k

k=0

1 1\% 1 1
50 (5 + 5) = 50. Tovébba, k;2< ZO> = [k(k — 1) + k]( 20) — 100 - 99 -

98 100 98 (98 99 /99
100 - E¢? =27100.100.99. 27100100 - =
(ms) #1900 (g ) ¢ = (o) = (%)
27100(100-99 - (1 +1)” + 100 - (1 + 1)??) = 25-99+50, Var £ = E&*— (EE?) = 25.
Valéjdban a vizsgdlt varhatd értéket és szérasnégyzetet egyszeriibben is kisza-

mithatjuk. Vezessiik be a §; valészlnliségi valtozokat, £; = 1, ha a j-ik dobés
eredménye fej {; = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds, 1 < j < 100. Ekkor a
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100 100 100

fejdobasok szama & = ) §;, B = )Y E¢;, Var§ = ) Varg;. Mivel E{; = %,
Jj=1 j=1 j=1

EE =3, Varg; = 1, 1 < j <100, ezért EE = § - 100 = 50, Var§ = § - 100 = 25.

. Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk 100-szor egymas utan. Szamoljuk ki a dobas-
eredmények Osszegének varhatod értékét és szérasnégyzetét.

Megoldds: Legyenek n1,. .., n00 fiiggetlen valészintiségi valtozok, amelyekre P(n; =

1
k) = 3 1 <5 <100, 1 < k < 6. Ekkor a kiszamitandé varhaté érték és

100 100 100 100
szérasnégyzet E Y n; = > En;, Var ) n; = > Varn;. (A mésodik relacié
j=1 j=1 j=1 j=1
1
felhasznélja a tekintett valészintiségi valtozok fiiggetlenségét.) En; = G (1+2+3+
1 91 35
445+6)=3.5, En? = 6(1+4+9+16+25+36) =5 Varn; = 13’ E¢ = 350,
3500
Var{ = ——.
aré =9
Hazi feladat:

Egy szabélyos dobokockat feldobunk 100-szor egymas utan. Tekintsiik a paros
értékit dobasok dobaseredményeinek Osszegét és szamitsuk ki annak szérasnégyze-
tét.

. Legyen egy urnaban 20 piros és 30 fehér golyé. Huzzunk ki 20 golyot vissza-
tevés nélkiil. Szamoljuk ki a kihtzott piros golydk szamanak varhato értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd &;, 1 < j < 20, valdszinliségi valtozdkat:
¢j(w) =1, ha a j-ik hizéds eredménye piros, £;(w) = 0, ha a j-ik huzas eredménye

20

fehér. Ekkor a £ = ) &; Osszeg varhatd értékét és szérasnégyzetét kell kiszamol-
j=1

L, 2 2 4 6

nunk. Tovabbé E§] = Efl = g, Varfj = Var& = g—% = 2—5, Eé.]gk—Enggk =
2 19 4 6

E& & — EGEE = 10 95 = Toan ha j # k. Innen a 20 dobésban kihtizott

piros golydk szdmanak varhato értéke 20E¢; = 20 - — = 8, és szérasnégyzete

6 6 144
2 20-19- =20 — — = —,
OVaré&; +20-19 - Cov (51,52) 0 95 380 1945 19

Hazi feladat:

Legyen egy urnaban 10 piros és 20 fehér golyé. Huzzunk ki 20 golyét, és minden
huzas utan a kihuzott golyét visszadobjuk egy masik azonos szinii golyoval egytitt.
Szamoltuk a kihizott piros golyok szaméanak varhaté értékét és szérasnégyzetét.

Megjegyzés: Hasznaljuk az el6z6 gyakorlat eredményét arrdl, hogy mi a valdszi-
niisége annak, hogy egy adott hizasban piros golyét huzunk vagy két kiillonb6zo
huzas mindegyikében piros golyét hizunk.
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5. Egy szabalyos dobdkockat feldobunk tizszer. Szamoljuk ki a dobasosszeg harmadik
hatvanyanak a varhaté értékét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd valoszintiségi valtozdkat: &;(w) = k, ha a j-ik

3
10
dobés eredménye k, 1 < j < 10, 1 < k < 6. Ekkor az E (Z @(w)) varhaté

3
10
értéket kell kiszmamitanunk. Ennek érdekében tekintsiik a [ Y~ &;(w) | kifejezést
—t

és értsiilk meg milyen tagokat kapunk, ha elvégezziik a beszorzasokat. Egyrészt
megjelenik 10 55’ alaku kifejezés, és Ef;’ = F¢} minden ilyen tagra. Ezenkiviil
megjelenik 3 - 10 -9 fffk, j # k, alaku kifejezés, mert a lehetséges (j, k) parokat
10 - 9 médon vélaszthatjuk ki, és a k (csak egyszer szerepld tényez6) harom helyen
szerepelhet. Tovébbd minden ilyen tagra EE3&, = EEZEE, = EEEE,. Tovabba 10-
9-8 mddon jelenhet meg ;& alaki tag, ahol a j, k és | indexek mind kiilonbozéek,
és ezekre E&;§& = (Efl)B. Masfajta tag nem jelenik meg a szorzatban. Innen
3

10
(Z & (w)> = 10EE} + 270E¢1 (E&)? + 720 (B&1)® = 4410 + 14332.5 + 3087 =
j=1

91
218295.5, mert B = 3.5, BE = - és BE) = 441,

6. Egy urndban 10 piros és 20 fehér goly6é van. Kihizunk visszatevés nélkiil 10
golyot. A paros sorszamu huzasok esetén fehér golyd hizas esetén nyeriink 3 forin-
tot, piros golyé huzéas esetén pedig nem nyeriink és nem veszitiink semmit. A
paratlan sorszamu hiizasok esetén piros huizas esetén 2 forintot nyeriink, fehér golyo
hizas esetén nem nyeriink és nem veszitiink semmit. Szamoljuk ki a nyereményiink
varhato értékét és szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 §;, 1 < j < 10, valdszinliségi valtozokat: Paros
J szdmokra &; = 3, ha a j-ik huzds eredménye piros, {; = 0, ha a j-ik huizds
eredménye fehér goly6. Pératlan j szdmokra &; = 2, ha a j-ik hizas eredménye

10
piros, {; = 0, ha a j-ik huzas eredménye fehér golyé. Ekkor az S = ) &; Osszeg
j=1
varhato értékét és szorasnégyzetét kell kiszamolnunk. Ennek érdekében szamoljuk
ki az F¢; varhato értékeket, Var §; szordasnégyzeteket és Cov (&, &) kovariancidkat.
Annak valdszintisége, hogy a j-ik huzas eredménye piros %, annak valészintiisége,
hogy j-ik htuzéas eredménye fehér % Ezért E{; = 2, ha j paros, E¢; = %, ha j
pératlan, és ES =5 (2+ 2) = 133.

A szérésnégyzet kiszamitasa érdekében vegyiik észre, hogy Eé? = 6, Var§; = 2,

ha j paros, és E£]2~ = %, Var§; = %. Tovabba annak valészintisége, hogy két j
és k indexre j # k, a j-ik és k-ik huzas mindegyike fehér % = %, annak, hogy
mindkét huzas piros 3%9 = %, annak, hogy az egyik huzas fehér a mésik piros
2-10 20 . 219 _ 114 114

359 = z7- DBzért Eﬁjfk = 192 399 = 59 Cov(fj,ﬁk) = ? —4 = 29, ha j és
k paros, E€;&, = 4 - 239 = 55, Cov (§J,§k) = 3—9 — 5 = —363, ha j és k pdratlan,
B&i&, =6-29 = ‘218, Cov (&,&k) = 55 — % = &5, ha j és k koziil az egyik pdros, a



masik paratlan. Olyan (j,k) par, 1 < j, k < 10, j # k, melyre j és k mindegyike
paros vagy mindegyike péaratlan, dsszesen 20 van, és olyan (j, k) par, melyekre az
egyik paros, a masik paratlan 2 -5 -5 = 50 van, ezért

2 8 4 80
1<4,k<10, j#k

Innen

10
Var S = ZVarfj + Z Cov (&5,&k)
j=1 1<5,k<10, j#k
Ca(ea ) s s
9 263 9 263 263

. Feldobunk egy szabalyos pénzdarabat 100-szor egymas utan. Tekintsiik az egymast
koveto fej-fej dobassorozatok szamat, és szamitsuk ki annak varhato értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd 5, 1 < j < 99, valészinliségi valtozokat: &; = 1,

ha a j-ik és j + 1-ik dobdsok mindegyikének eredménye fej, £; = 0 egyébként.
99

Vegyiik észre, hogy minket az S = ) & valdsziniiségi valtozé véarhatd értéke
j=1

99 99 |

érdekel. Ezért ES = E | Y E¢; | = R mivel E¢; = 1 (Erdemes megjegyezni,
j=1

hogy az ebben a feladatban tekintett {; valészinliségi valtozok nem fiiggetlenek, de

a fliggetlenségre nincs sziikség a vérhato érték additivitdsahaz.)

A szérasnégyzet kiszamitasaban viszont figyelembe kell venniink azt, hogy nem
csupa fiiggetlen valdszintiségi valtozo Gsszegét vizsgaljuk. Hasznaljuk a szérasnégy-
zet kiszamoldsandl a kovetkezo formulét.

99 99
VarS=Var [ > & | = Varg;+2 > Cov (g, &)

j=1 j=1 1<j<k<99

Tovabba Cov (§;,&,) = 0, ha k > j+2, mert ebben az esetben ¢ és §, fiiggetlenek,
és B = % — % = 1—16 minden 1 < j < 98 szdmra. Ugyanis F¢;{j+1 = %,
mivel §;§;41 = 1, ha a j-ik, j + 1-ik és j + 2-ik dobdsok mindegyike fej, aminek
valészintisége *, és §i€j+1 = 0 egyébként. Tovabbd E&§;EE; 11 = % Ezenkiviil

) 6"
=1 fg_i — 3 98 _ 493
Var§; = 1 — 16 = 75 Innen Var S =99 - 7z +2- 35 = 52,

. Feldobunk egy dobdkockéat, majd ezutan egy szabalyos pénzdarabot annyi alka-
lommal, amennyi a kockadobds eredménye volt. (Az egyes dobédsok eredményei
fiiggetlenek egymdstdl.) Szamoljuk ki a fejdobdsok szaménak varhaté értékét és
szorasnégyzetét.



Megoldds: Vezessiik be a kovetkezé &5, 1 < j < 6, 1 < k < j, valészinliségi

valtozokat:
1 ha a kockadobas eredménye j és a k-ik pénzdobasé fej
&x(w) =< 0 ha a kockadobds eredménye j és a k-ik pénzdobdsé iras
0 ha a kockadobas eredménye nem j
6 J
Ekkor minket az S = ) ) §;; valoszintiségi valtozé varhaté értéke és szords-
j=1k=1

négyzete érdekel. Vegylik észre, hogy

1
E¢; 1. = P(a kockadobéas eredménye j, a k-ik pénzdobasé fej) = 13’

1 11 1
Esz,k = 1 Varf]?’k = T’ E&; k& = oYR ha k # k', ahonnan Cov (&, &jk) =

. 1
T ebben az esetben. Tovadbba E¢; & 1 = 0, Cov (fj,kafj’,k’) = T 144 ha
6 J

> Bk =

1k=1

Jj # j' (fuggetleniil a k és k' szamok viszonyatél. Innen, ES =

j
l+---46 21 7 4
12 12 4

j
VarSzZZVar§j7k+ Z Cov (&j,xs&jr 1),

6
j=1k=1 (5.k), (3" k') G#5" vagy k#k!

o 1-(21—1)+2-(21—2) +---6- (21 — 6)
ak;onnan Var S = m(1+---+6) — i I

M(Q +14+3-2+---6-5). Ezt a képletet gy kapjuk, hogy kiilon szamoljuk

azon Cov (§;x,&; 1 mennyiségek hozadékat amelyekre j # j' és azutan azokét,
231 —-350+350 77

144 T 48

amelyekre j = 5/, de k # k’. Innen Var S =

Az el6bbi feladat megolddsaban megjelend egyszerii alaki végeredménynek, (a meg-
jelend kiejtéseknek) mélyebb oka van. Ez a kovetkezd feladat témédja.

9. Legyenek &7, &, .. ., fiiggetlen, egyforma eloszlasu (diszkrét) valésziniiségi valtozok,
T ezektdl a valdszinliségi valtozoktol fiiggetlen valdszintiségi valtozo, amely csak

0,1,2,..., N értékeket vesz fel valamilyen N pozitiv egész szammal. Legyen S =

S, = > &;. Ekkor ES = ET - E¢;. Ha ezenkivill E&; = 0, akkor ES? = ET - E£3.
j=0

Altaldban Var S = E7 - Var&; + (E&)” - Var 7.
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10.

Megoldds: Jeldlje I(t = k) az {w: 7(w) = k} esemény indikatorfiiggvényét, és
k
legyen S, = > &;. Ekkor

j=1
N
ES=Y ESI(r= Z ESLEI(r Z kE& P(T = k)
k=0 k=0
= B4 Z kP(t = E& - BT

a fliggetlenségi tulajdonsagok miatt. Hasonléan, ha F&; = 0, akkor

N
=N ESH(r=k) = ZESkEIT_k ZkEfl = k)
k=0

k=0

N
=E& Y kP(r=k)=E¢ - E,

2
k k k
mert ebben az esetben ES? = | Y. & | = > Eg? + > E&ES, = ) Eé’? =
=1 i=1 ik =1
KEE2.
_ _ T _ E_
Végiil az utolsé allitas bizonyitasdban legyen & = £, —E&,, S = > &k Sk = > &,
k=0 Jj=0
1<k<N.
Ekkor
VarS = E (S +7E&)° — (BS)? = BES? 4+ 2E78 - E& + Er? (E&)? — (BETE&).
Innen Var S = ErVaré&; + (B&)? (B2 — (ET)?) = ET - Varg, + (B&)” - Varr,

_ N _ _ _
mert E7S = Y. P(r=k)ESy =0, és ES? = ETES? = ETVar&;.
k=0

Oldjuk meg a 8. feladatot az eloz6 feladat eredményének a segitségével.

Megoldas: Jelolje 7 az els6é kockadobas eredményét, és definialjuk a &1,&s,...
valoszinliségi valtozokat a kovetkezo modon. Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabot
egymdsutan, és & = 1, ha a j-ik dobds eredménye fej, {; = 0, ha a j-ik dobas

-

eredménye irds. Ekkor az S = Y & valdszintliségi véaltoz6 varhaté értékét és
k=1

szorasnégyzetét kivanjuk kiszamolni. Tovabba, 7,&1,&s, ... fliggetlen valdszinliségi

véltozdk, P(t = j) = ¢, 1 < j <6, és P(§ = 0) = P(§ = 1) = 5 minden

k=1,2,..., indexre. Ezért ES = Et-F¢, és Var S = Er-Var & + (B&) - Var 7.

P T, 35 1 1 7
Tovabba7§7' = 3 és Vart = 12’ E& = o Varé, = 7 ahonnan ES = 7

Var S = TR



