DOLGOZAT FELADATOK

. Legyen £ standard normalis eloszlasi valdszinliségi valtozd, azaz legyen stirtiség-
—z2/2
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fiiggvénye @(z) = e , —00 < x < 00. Szamitsuk ki & + 2¢2 stirliségfiiggvé-

Ver

nyét.

. Legyen ¢ és n két fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valdszinliségi valtozé A illetve
p, paraméterrel, A > 0, p > 0, azaz legyen ¢ sfirtiségfiiggvénye f(x) = Ae™**, ha
x>0és f(zr) =0, ha x <0, illetve n stirliségfiiggvénye g(x) = pe "%, ha x > 0 és
g(z) =0, ha x < 0. Szamitsuk ki & + 7 slirtiségfiiggvényét.

. Legyen £ egyenletes eloszlasi valdszintliségi valtozd a [—1,1] intervallumon, azaz
legyen stirtiségfiiggvénye f(x) = %, ha —1 <z <1, és f(x) =0, ha x > 1 vagy
r < —1. Szdmoljuk ki a £* valészintiségi valtozé varhaté értékét és szérdsnégyzetét.

. Ledobunk a [0, 3] intervallumra 24 000 pontot egyenletes eloszlassal, azaz egy
ledobott pont egy valészintiséggel a [0, 3] intervalumba esik, és annak valdszintisége,

hogy a ledobott pont egy [a,b] C [0, 3] intervallumba esik Ta‘ Ha egy pont a

[0,1] intervallumba esik, akkor felirjuk a ledobott pont helyének pontos értékét
egy jegyzOkonyvbe, ha a pont az (1,2] intervalumba esik, akkor az 1 szamot, ha
pedig a (2, 3] intervallumba esik, akkor a 2 szdmot irjuk a jegyz6konyvbe. Adjunk
becslést a mellékelt normalis eloszlastablazat segitségével annak valdszintiségére,
hogy a jegyzokonyvbe irt 24 000 szam Gsszege 27 900 és 28 150 kozé esik.

. Legyen & és n két valdszinliségi valtozd, amelyek egylittes eloszlasdanak létezik
f(x,y) stirliségfiiggvénye. Fejezziik ki a & és n valdszintliségi valtozék Cov (§,n)
kovarianciafiiggvényét az f(z,y) stirliségfiiggvény segitségével.

MEGOLDASOK

. Jegyezziik meg, hogy mivel £ és 262 nem fiiggetlen valészintiségi valtozdk, ezért
Osszeglik stirtiségfiiggvényének kiszamitasara nem hasznalhatjuk a konvoluciét. Vis-
zont ki tudjuk szédmolni xi + 262 G(z) eloszlasfiiggvényét meghatdrozva, hogy a
xi + 262 <  esemény milyen feltételt jelent a & valészintiségi valtozéra, mejd de-
rivalva az eloszlasfliiggvényt.

Vegyiik észre, hogy £ +2£2 a ¢ = —i helyen veszi fel a minimumaét. és az az x = —%
érték. Ez azt jelenti, hogy G(z) =0, ha x < —3, és £+ 2xi? g(x) siirliségfiiggvénye

g(z) =0, ha x < —%. Az > —1L esetbem a & + 262 < x egyenl6tlenség akkor
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teljesiil, ha z1 < £ < =z, ahol 1 = z1(x) = 2

—1++v1+4+8
+ 1 o a 2u? +u —x = 0 egyenlet két gyoke. Ezért G(x) = ®(xa(x)) —

®(x1(x)) afenti x1 és x4 szamokkal, ahol @(-) a standard normélis eloszlasfiiggvényt
jeloli. A keresett stirliségfliggvényt e fiiggvény (x szerinti) derivaltjaként kapjuk

xe = wo(x) =
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2. Tudjuk, hogy a tekintett két fiiggetlen valdszintiségi valtozo Osszegének a siirliség-
fliggvényét az f*g(x) = [ fooo f(uw)g(x —y) du konvolucié segitségével szamithatjuk
ki. Mivel f(z) = 0, g(z) = 0, ha x < 0, ezért ebben az esetben a konvoluciéban
szerepld integrandus f(u)g(z —u) =0, ha u < 0 vagy z —u < 0, azaz u > x. Innen

f*g(x)= / )\e_’\“ue_”(w_“) du = )\,ue_’“”/ e~ A=mu gy, ha x>0,
0 0

és f*xg(x) =0, ha z < 0. Ezért
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és abban az esetben, ha A\ = u, akkor
frg(x)=Nxe ™™ haz>0.
Megjegyzés: Ha rogzitjik a \ paramétert, és a p paramétert tartatjuk A-hoz, akkor

az f * g(z) konvolucié értéke tart e konvoluci6 értékéhez A = p esetben. Valéban,
ekkor
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du Uu=A\x

ha = > 0.

3. Varét = BE(¢4)2 — (B4 = B8 — (B = [ Ladde— ([ Lot de)® = L — (1) =
16
225



Midsodik megoldds. Szémoljuk ki £€* F(x) eloszlas és f(z) sliriségfiiggvényét.
F(z)=P(¢* <z) = P(—z** <z <a¥*) =24  ha0<z<1

F(x)zO,haa:ﬁOésF(x):1,ha:c>1 Innen f(z) = 22734, ha 0 <z <1,
s . 1

f(x) =0 egyeblient. Ezért E€ = f z)de = ) ; aVhde = - 3 :2

[ f(w)de = [ 27/t de =5 5= Varf Eg? — (B =5 (5) = 555"

. Jelolje &; azt a valoszinliségi valtozot, amelyiket a j-ik pontdobas hatasdra a je-
gyz6konyvbe frunk. Ekkor a &;, 1 < j < 24 000 valészintiségi véltozok fiiggetlenek
és egyforma eloszlasiak. Jeldlje F'(x) ezen valdszinliségi véltozok (kozos) elosz-
lasfiggvényét. Ezt felithatjuk F' = F; + F; mddon, ahol F; egy olyan mérték
eloszlasfiiggvénye, amelyiknek a stirliségfiiggvénye az f(z) = %, ha 0 <z < 1,
f(x) =0, ha z > 1 vagy x < 0 fiiggvény, F» pedig olyan mérték eloszldsa, amely
az 1 és 2 pontba van koncentralva, és pp,({1}) = pp,({2}) = 3. Innen E¢; =

JxF(dz) = [aFi(dx)+ [ xF>(dz) = fol sxdr+3(142) = ¢ +1 = {. Hasonl6an

EE = [2*F(dz) = [2*F(dz)+ [ 2*Fy(dx) = fo a? do+3(142%) = 5+5 = 8.

Innen Var¢; = Esz —(Bg)? =16 49 _ 15 Vezessuk be az S = '21 24 000¢;
J:

jelolést. Ekkor ES = 24 000E¢; = 28 000, Var S = 24 000Var &; = 10 000 = 1002,
és a centralis hatareloszlastétel alapjan

S —FES
P(27900 < S <28150)=P | —-1< <15
( ) ( v/ Var S )

~ B(1.5) — B(—1) = B(1) + B(1.5) — 1
~ 0.8413 +0.9332 — 1 = 0.7745

Megjegyzés: A &; valoszinliségi valtozé keresett varhato értékének kiszamoldsakor
a kovetkezo talan a hagyomanyos érvelésre jobban tamaszkodva a kovetkezoképp is
érvelhettiink volna. Legyen 7; a j-edik ledobott pont értéke. Ekkor n; egyen-
letes eloszlast a [0, 3] intervallumban, és &; = h(n;), ahol h(z) = =z, ha 0 <
x <1, h(zr) =1, hal <z < 2, h(x) = 2, ha 2 < = < 3. Ezért E{; =
Eh(n;) = [y Yh(z)de = [} + [P+ [} = [ dade + L(1+2), 6 B2 = ER?(n;) =
3 2 3 1
Jo 3h(= Qd*r:fo +f1 + [y = Jo 2% do+ 3(1+2%).

. Cov(§,m) = E&n — EEEN, és E&n = [xyf(x,y)dedy, E§ = [xf(x,y)dzdy,
En= [yf(x,y)dzdy. Innen

Cov (¢,7) = / 2y f (@, y) dz dy — / o f (2, y) de dy / yf(,y) dz dy.



