A majus 13.-i el6adashoz kapcsolédo gyakorlat feladatai

1. Lésssuk be a kovetkezo allitast:
Legyenek ZU) = (Zgj),...,Z,ij)), 1 < j < n, véletlen k-dimenziés vektorok

ugyanazon az (£, A, P) valészintiségi mezén. Ekkor a Z(0) 4+ ... + Z(") Gsszeg
varhaté értéke megegyezik a Z() vektorok varhaté értékeinek az Gsszegével, azaz

E (Zu) +---+Z(")) A NI o) (O}

Ha a ZU), 1 < j < n, véletlen vektorok fiiggetlenek, akkor a kovariancia métrix is
additiv, azaz, ha a ZU) métrix kovariancia métrixa a D; matrix, 1 < j < n, akkor
a Zqy+ -+ Z(™) véletlen Osszeg kovariancia matrixa a Dy + --- + D,, matrix.
Ha egy Z = (Z4,...,Zk), véletlen vektor varhaté értéke M = (Mjy,..., My), ko-
variancia matrixa a D k X k méretlt matrix, a tetszoleges valds szam, akkor az
aZ = (aZy,...,aZ}), véletlen vektor varhaté értéke aM, kovariancia métrixa pedig
az a?D kovariancia matrix. Legyen tovabbd x = (z1,. ..,z tetszbleges k-dimenzids
vektor. Ekkor E(Z 4+ x) = EZ 4+ x, a Z + = vektor kovariancia matrixa pedig meg-
egyezik a Z vektor kovariancia matrixaval.

Megoldas: A feladatban kimondott allitasok kévetkeznek az egy-dimenzids esetben
bizonyitott allitasokbol. Az egy-dimenziés varhaté érték additivitabol kovetkezik,
hogy E (ZW + .-+ ZMW) = EZW 4...+ EZ™ . Ha a ZU) vektorok fiiggetlenek,
akkor tetszoleges j és k indexre,
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mert B (2" — EZ") (20 - 2{) = E (2" - BZP) E(2" - 2\") = o,
ha p # ¢ a fliiggetlenség miatt. Ez az azonossdg pedig azt jelenti, hogy fiiggetlen
véletlen vektorok kovariancia métrixa additiv.
Az, hogy E(Z +x) = EZ +x, EaZ = aEZ, Cov(Z, +x,Z,;+y) = Cov (Z,, Z,),
Cov (aZy,aZ,;) = a*Cov (Z,,Z,), tetsz8leges Z = (Zi,...,Z;) vektorra és 1 <
P, q < k indexekre kovetkezik az egydimenzios esetben mar bizonyitott allitasokbdl.
Ezek az azonossagok tartalmazzék a feladat korabban nem bizonyitott allitasait.
2. Mutassunk példat két korreldlatlan & és n valdszinliségi valtozéra, amelyek nem
fiiggetlenek.
Megoldds: Sok egyszeri példat adhatunk. Tekintsiik példaul a kovetkezo példat:
Legyen £ egyenletes eloszlasu valdszintliségi valtozo a [—%, %} intervallumban, Ekkor
a & és n = &2 valdszintiségi valtozdk korreldlatlanok, de nem fiiggetlenek. Valéban,

1
E¢ =0, En=E¢? = 12’ Eé¢n=EE =0, Cov(€,n) = BEén— EEEN = 0. Masrészt
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¢ és n nem fiiggetlenek, s6t az n valdszinliségi valtozd a & valdszinliségi valtozd
determinisztikus fliggvénye. a felhaszndlt azonossagok ellenérzését egyszertiisitheti
az az észrevétel, hogy & valdsziniiségi valtozéd stirliségfiiggvénye paros fiiggvény.
Viszont, ha egy valdszintiségi valtozo sﬁrﬁségfﬁggvénye egy paros f(x), fiiggvény,
akkor F¢ = [zf(x)dz =0, B = [23f(x)

Egy lehetséges formalis indoklasa annak, hogy ¢ és n nem filiggetlen a kovetkezo:
Legyen 0 < a < 1 tetszdleges szam. Ekkor {w: n < a?} = {w: [¢| < a}. Ezért
P <a,n<a®) =P <a),azaz P(¢ < a,n<a?) # P <a)P(n<a?).

. Legyen n = (n1,...,m,) k-dimenzids, valdszinliségi viltozé m = (mq,...,myg)
varhat6 értékkel és D = (d;;), 1 < j,1 < k, kovariancia mdtrix-szal. Legyen
B = (bj;), 1 < j,l <k, valamely k x k méretdi matrix. Mutassuk meg, hogy
az nB = (m,...,nk)B k-dimenziés véletlen vektor varhaté érték vektora mB és
kovariancia méatrixa B*DB.

Megoldas: Az EnB vektor r-ik eleme

k k k
S mibia | = (D biwEn | = (D> mibie |
Jj=1 j=1 j=1

és ez az mB vektor r-ik eleme. Az nB vektor kovariancia matrixanak r-ik soraban
és s-ik oszlopaban all6 elem

k k k k
f'r’,s = Cov anbj,ra anbl,s =F Z( Eﬁg b],'r’ Z Enl bl s
j=1 =1 j=1 =1
k k k k
=3 bisbiE(; — Eny)(m — Em)) =Y > bjbiCov (n,m)
Jj=11=1 J=lli=1
k k k k
=3 Ebjbisdig =YY Eb}d;ibs,
j=11=1 j=11=1

ahol b*(r, j) = b; ,. Ez a kifejezés viszont megegyezik a B* DB matrix r-ik sordban
és s-ik oszlopaban allé elemmel.

. Definidljuk a kovetkez6 (2, B, P) valészintiségi mezét: Q = [0,1], B a Borel o-
algebra [0, 1]-en, és P a Lebesgue mérték. Definidljuk a kovetkezé € és n valoszint-
ségi valtozdkat ezen a mezén: &(x) = d1(x),

£(1—z) ha
U(x):{’S(x_%) ha

Léssuk be, hogy £ és n normalis eloszlasi valdszintiségi valtozok, de a (£,n) vektor
nem normaélis eloszlasu valdszintiségi vektor.

Sz
<z

0<z<3
1
;Sz<l

Megoldas: A £ és n valdszinliségi valtozdk azonos eloszlasiak. Tovabba,
P(& > 2) = @), 1)) = 1 — (a) .
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Az, hogy (&,n) vektor nem normélis eloszlasi kévetkezik példaul a P(§+n = 0) = %
azonossagbol. Miért?

1
. Legyenek &q,...,¢&, fliggetlen a {—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlasu va-

n n
16szintiségi valtozék. Mutassuk meg, hogy a > & és > 5]2- Osszegek normali-
i=1 i=1

12 & . 180 & (., 1 I DS
zéltjainak azaz az \/— > & és \/—— > | & — — | val6szintliségi valtozéknak
n j=1 n j=1 12

az egyiittes eloszlasa a két-dimenzids standard normalis eloszlashoz konvergal, ha

n — oo. , , ) 1
Megoldds: E€ =0, B€2 = — _ ! 2 pet _(perye— L oL
egoldds: EE =0, BEE = 35, Vare = 5, Varg® = BE = (BE)” = 55— 7

1—;0. Tovabba Cov (£,£2) = E&3—EEEE? = 0. Ezért a (\/ﬁfj, V180 <§g2 N %)),

j =1,2,..., véletlen vektorok fiiggetlenek, nulla varhaté értékkel és az identitas
kovariancia matrix-szal. Innen, és a tobb-dimenzids centralis hatareloszlastételbdl
kovetkezik a feladat allitasa.

. Legyen (£,n) normélis eloszlast vektor m = (mq,ms) = (EE, En) varhaté értékkel

(01,17 01,2) o ( E§2 - (ES)Q, Egn — E§E77)
oa1, 011)  \ E&n— E(En, En® —(En)?

kovarianciamatrix-szal. Ekkor létezik a & valdszinliségi valtozénak & = an + ¢
alaku eléallitasa alkalmas a konstanssal, és az n valdszintiségi valtozotol fliggetlen ¢
normélis eloszlasi valdszintiségi valtozdval. Ez azt jelenti, hogy ha (&, 1) két-dimen-
zi6s normalis eloszlasu valdszintliségi valtozd, akkor az elsé koordindta kifejezhetd
mint a masodik kooordinata konstansszorosanak és egy a masodik koordinatatol

fliggetlen normalis eloszlasi valdszintiségi valtozd Osszege. A kivant a konstanst
01,2

explicit médon megadhatjuk az a = képlet segitségével.

02,2
Hogy altalanosithaté a fenti allitas abban az esetben, ha £ és n vektorvaltozok is
lehetnek? o
Megoldas: A ( = £ — in valésziniiségi valtozéd fiiggetlen az n valdszinliségi
01,1
valtozétél. Ehhez a tobb-dimenzids normalis eloszlas tulajdonsagai alapjan elég

ellenérizni, hogy Cov (¢,n) = 0. Innen kovetkezik a feladat allitasa.

Az az eset, amikor £ = (&1,...,&), n = (M1,...,Mp), és ({15, &M, -, Mp) €8Y
s + p dimenziés normalis eloszladsu valdszintiségi valtozd hasonléan targyalhato.
Lassuk be, hogy létezik olyan A matrix, amelyre n és £ — nA fiiggetlenek. Ennek
érdekében lassuk be el6szor, hogy létezik olyan U unitér matrix amelyre nU =
(M1, - ., 7p) = 1 vektor koordindtéi fiiggetlenek. Ugyanis, ha az n véletlen vektor D
kovarianciamatrixat D = U*AU alakban irjuk, ahol U unitér A pedig diagonalis
matrix, akkor az 7 = nU véletlen normalis eloszldsi vektor kovarianciamatrixa

A, ahonnan kovetkezik, hogy az 7 matrix koordinatéi fiiggetlenek. Legyen &, =
P FE&n e qers , . = _ [
& — > é_zk Mk, 7 = 1,...,s. Ezt matrixjetoléssel irjuk & = & — B formédban.

k=1 U




Ekkor (£ — 1B, 7) olyan p + s dimenzids normélis eloszldsi valészintiségi valtozo,
amelynek elsé s és utolsé p koordinataja korrelalatlan, ezért fliggetlen. Mivel a
¢ — nB és n vektorok fiiggetlenek, ezért ( = & — 7B = £ — nUB fiiggetlen az
n = nU* vektortol.

. Legyen & normélis eloszlasi valdszintiségi valtozd 1 szérasnégyzettel és 2 varhatéd

e~ (#=2)/2, Szamitsuk ki az

értékkel, azaz legyen ¢ stirliségfiiggvénye f(x) =

FEe't varhat6 értéket tetszoleges t valés szamra.
Els6 megoldds: Vezessiik be az n = & — 2 valészintiségi valtozét. Ekkor n standard
normalis eloszlasu valdszintiségi valtozd, és korabban lattuk (dprilis 22.-i gyakorlat,

6. feladat), hogy egy ilyen valésziniiségi véltozéra Ee = e''/2. Innen kévetkezik,
hogy & =1 + 2, Eets = Eet(1+2) = 2 Fetn = ¢2tet’/2 = ot* /242t

Masodik megoldas: Szamolhatunk hasonléan, mint tettiik azt a standard normalis
eloszlas esetében.

o 1 2 < 1 2 2 2
Eetf — / etu e—(u—Z) /2 du = 62t+t(u—2)—(u—2) /2—t°/2+t%/2 du
- V2 —oo V21

> o 1 2
62t+t2/2/ e —(t—(u—2))?/2 du — 2t+t2/2 ol 2/2 du = e2t+t7/2.
o \/ — o0 V

. Legyenek &1, &9, .. ., fliggetlen egyforma eloszlasu valoszintiségi valtozok, amelyekre
n

E& =06s BE2 < 0o. Legyen S, = > &, n = 1,2,.... Ekkor pozitiv valés szamok
k=1

Sn
valamely a,, sorozatara a — valdsziniiségi valtozok akkor és csak akkor tartanak
a’l’b

sztochasztikusan nulldhoz n — oo esetén, ha lim — = oo.

n— 00 \/_

Megoldas: Ha lim An _ 00, akkor

n—oo /M

Sn ea
P(e><) = (vame > vivee) <7 (vms > )
tetszbleges ¢ > 0 és K > 0 szdmra, ha n > ng(e, K). Ezért a centralis hatar-
eloszlastétel alapjan P (M > ) <9, han > nyg =ng(e,9), azaz az & sorozat
sztochasztikusan tart nullgﬁoz. o

a
Megfordita, ha az —= sorozat nem tart végtelenhez, akkor létezik a természetes

NG

’ 3 . ank 3
szamoknak olyan nj — oo részsorozata, amelyre limsup —= < L, ezért
k—o0 ng
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al ’ 7z / . 7 7 S
a centralis hatareloszlastétel alapjan. Ezért ebben az esetben az —- sorozat nem
Gnp
tar sztochasztikusan nullahoz.



