A januar 30-i el6adashoz kapcsolédé gyakorlat feladatai
Feladatok:

1. Egy pénzdarabot feldobunk kétszer. Mi annak a valdszinlisége, hogy pontosan egy
fejdobas lesz? Mi annak a valdszintisége, hogy legalabb egy fejdobas lesz?
Megoldds: A dobasok lehetséges kimenete, (F,F), (F,I), (I,F) és (I,I). Ezen
lehetséges kimenetelek mindegyikének a valdszintisége i. Ezért annak a valdszinii-
sége, hogy pontosan egy fejdobés, azaz az (F, I) vagy (I, F') dobéssorozat kovetkezik
be % Annak a valdszintisége, hogy legalabb egy fejdobés, azaz az (F, F), (F, I) vagy
(I, F) dobassorozatok eredménye kivetkezik be, 3.

2. Feldobunk két szabalyos dobdkockat. Mi annak a valdszintisége, hogy a dobéasered-
mények 6sszege pontosan 9 illetve pontosan 107 Hany kiilénb6zé médon fordulhat
el6, hogy a dobésok 6sszege 9 és hany kiilonb6z6 mdédon lehet a dobéasok Gsszege
107
Megoldds: A dobésok Osszegének eredménye akkor 9, ha a (3,6), (4,5), (5,4) vagy
(6,3) dobésparok valamelyike kovetkezik be. Ezen dobdssorozatok mindegyikének

N, 1 , 4 1 N, ..
valésziniisége 55, ezért 5z = § annak a valdszinilisége, hogy az Gsszeg pontosan 9.

Hasonlban, az 6sszeg akkor 1%, ha a (4,6), (5,5) vagy (6,4) dobasparok valame-
lyike jelenik meg, és ennek a valdsziniisége % = % Jegyezziik meg, hogy a fenti
targyalasban az egyes kimenetelek felsoroldsdban nemcsak azt vettiik figyelembe,
hogy milyen dobédseredmények jelentek meg, hanem azt is, hogy melyik kockan

jelentek meg ezek a dobaseredmények. Miért?

Hazi feladat:

Héarom szabalyos dobdkockat feldobunk. Mi annak a valészintisége, hogy harom
hatos lesz a dobasok eredménye? Annak, hogy két hatos és egy 6t6s? Annak, hogy
egy egyes egy kettes és egy harmas?

3. Egy urnaban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Kihtzunk 25 goly6t visszatevéssel. Mi
annak a valdszintisége annak, hogy az elsé hiuzas eredménye piros. Annak, hogy
az elsé hiuzéas eredménye piros és a masodiké fehér? Annak, hogy az 6todik hizas
eredménye piros? Annak, hogy az 6todik hizas eredménye piros és a tizenhatodik
hizéas eredménye fehér?

Megoldds: Annak a valdszinlisége, hogy az elsé hiizas piros % = %, mert 50 goly6bdl
hizzuk ki a 20 piros goly6 valamelyikét, és minden golyét egyforma valdszinliséggel
hizunk ki. Annak a valdsziniisége, hogy az els6 hizds piros, a masodik fehér,
% . % = %, mert el6szor 50 golyd koziil valasztjuk ki a hisz piros golyé valamelyikét
majd 50 golyé valamelyikébol a 30 fehér goly6 valamelyikét, és minden huzas egy-
forma valészinii. Hasonléan annak valészintlisége, hogy az 5. huizasban piros golyot
htzunk ki %, és annak valdsziniisége, hogy az 5. huzas sordn piros és a 16. huzas
soran fehér golyot hizunk % . % = %.

Jegyezziik meg, hogy a kovetkezo feladat megoldasa egy olyan érvet tartalmaz, ame-

lyik ebben az esetben is alkalmazhatd, és megmutatja, hogy annak valdszintisége,

hogy az 5. huzés piros és a 16. huzas fehér megegyezik annak valdszintiségével,

hogy az els6 hizés piros és a masodik hizés fehér. Erdemes ezeket az érveléseket
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mégegyszer végiggondolni azutan, hogy megtargyaltuk a valészinliségi mez6 pontos
definicigjat.

. Egy urnaban 20 piros és 30 fehér golyé van. Kihtzunk 25 golyot visszatevés nélkiil.
Mi annak a valészinlisége annak, hogy az elsé hiizas eredménye piros? Annak, hogy
az elsé hizéas eredménye piros és a masodiké fehér? Annak, hogy az 6todik hizas
eredménye fehér? Annak, hogy az 6todik hiuzas eredménye piros és a tizenhatodik
hizéas eredménye fehér?

Megoldas: Annak a valdsziniisége, hogy az elsé hizas piros % = %, mert 50 golydbdl

hizzuk ki a 20 piros goly6 valamelyikét, és minden golyét egyforma valdszintiséggel
hizunk ki. Annak a valészintisége, hogy az els6 hiizés piros, a masodik fehér, %-% =
%, mert el6szor 50 golyo koziil valasztjuk ki a hiisz piros golyé valamelyikét, majd
49 goly6 valamelyikébdl a 30 fehér golyd valamelyikét, és minden hizés egyforma
valoszinli. Belatjuk, hogy annak valészintisége, hogy a 16. huzasban piros golyot
hizunk ki, megegyezik annak a valdszinliségével, hogy az els6é hiizas piros, azaz ez
%. Tovabba annak a valdszinlisége, hogy az 5. huzas soran piros és a 16. huzas
soran fehér golydt hizunk megegyezik annak a valdszintiségével, hogy az els6 huizés

eredménye fehér, a masodik huzas eredménye piros. Ezért ez a valdszinliség is
2,30 _ 60

549 — 245"
Tekintsiik ugyanis az 6sszes 25 hosszisagu hizéassorozatot. Ekkor annak valészinti-

sége, hogy az 5. huzas eredménye piros a 16. huzas eredménye fehér megegyezik
az 0sszes olyan 25 hosszusagu huzéassorozat valoszinliségének az 6sszegével, melyek
5. helyén piros és a 16. helyén fehér jegy all. Hasonldéan szamithaté ki annak a
valészintlisége, hogy az elsé huizas piros és a méasodik hizéas eredménye fehér, azzal a
kiilonbséggel, hogy az 5. hely helyett az els6 és a 16. hely helyett a masodik helyet
kell tekinteni. Be fogjuk latni, hogy ugyanaz a képlet fejezi ki ezt a két kiillonb6z6
valdszintiséget, erért ezek a valésziniiségek megegyeznek.

Vegylik észre, hogy annak valdszinlisége, hogy egy eloirt konkrét 25 hosszusagui
sorozat jelenik meg csak attdl fligg, hogy a sorozat hany piros és hany fehér golydt
tartalmaz, de nem fiigg a fehér és piros huzasok sorrendjétol. Valéban, ha egy

huzassorozat k piros és 25 — k fehér golyot tartalmaz, akkor ennek valdszintisége
. 25-24---(25—-k+1)-30-29---(30 — (25— k) + 1)

P(k) 50 49...96 Ugyanis egy eldirt
25 (i

huzdssorozat valoszintisége [] L,), ahol [(j) az a j — 1-ik hizds utdn az
j=1 50 — ] + 1

urnaban maradt piros golyok szama, ha a j-ik hiizas piros, és a 7 — 1-ik hlizas utan
az urnaban maradt fehér golyok szama, ha a j-ik huzas fehér. Gondoljuk meg,
hogy ez a kifejezés megegyezik a megadott formulaval.

Jelolje A(k;5,16) az olyan 25 hosszisagu sorozatok szamat, melyek k piros és 25 —
k fehér jelet tartalmaznak, és az 5. helyen piros a 16. helyen pedig fehér jel
all. Jelolje tovabba A(k;1,2) az olyan 25 hosszisdgu sorozatok szamat, melyek
k piros és 25 — k fehér jelet tartalmaznak, az 1. helyen piros a 2. helyen pedig
fehér jel all. Ekkor a két dsszehasonlitand6 valészintiség > A(k;5,16)P(k) illetve

k

> A(k;1,2)P(k). Ezért annak érdekében, hogy megmutassuk a kivant azonossédg
k

2



teljesiilését elegend6 belatni azt, hogy A(k;5,16) = A(k;1,2) minden k szamra.
Viszont nem nehéz beldtni, hogy A(k;5,16) = A(k;1,2) = (,ff’l), mert mind a két
esetben 23 el6irt helyre kell irni & — 1 piros és 25 — (k + 1) fehér golyot.

Az utolsé azonossag egy masik lehetséges bizonyitasa: Mutassuk meg, hogy ha
tekintjlik az 0sszes 25 hosszusagu k piros és 25—k fehér golydt tartalmazé sorozatot,
akkor az ilyen sorazatok 5. jelét kicserélve az elsével és a 16. jelét a masodikkal
kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést kapunk azon halmazok kozott, melyek sza-
mossdgaként definidltuk az A(k;5,16) és A(k; 1,2) szamokat.

Hasonléan mutathaté meg, hogy annak a valésziniisége, hogy az elso, illetve hogy
az 0todik hizés piros megegyezik.

De Méré lovag problémdja:

Az utolso két probléma torténetileg érdekes. Ezekkel a kérdésekkel fordult de Méré lovag
Pascalhoz. Sokan e feladat megoldasatol, illetve Pascalnak és Fermat-nak e probléma
megoldasarol szolo levelezésétol szamitjak a valdszintliségszamitas megsziiletését.

a.)

Ha egy kockat 4-szer feldobunk, akkor mi annak a valdszintiisége, hogy legalabb egy
hatos dobas lesz? Ha két kockat 24-szer feldobunk, mi annak a valdészintisége, hogy
legalabb egy dupla hatos lesz.

(De Méré lovag arra csodalkozott ré, hogy az els6 valésziniiség %—nél kicsit kisebb,
a masodik valésziniiség pedig %—nél kicsit nagyobb.)

Két jatékos egy igazsagos jatékot jatszik, melynek mindegyik forduldjaban az egyes
jatékosok % valoszinliséggel nyernek, illetve veszitenek. Megallapodnak, hogy az a
jatékos nyeri el a tétet, aki el0szor ér el hat nyerést. A jatékot félbe kell szakitaniuk
akkor, amikor az egyikiiknek harom a maésikuknak pedig 6t nyerése volt. Hogyan

kell igazsagosan osztozkodniuk?

Megoldds:

a.)

Annak a valészintisége, hogy egy dobas eredménye nem hatos %, annak pedig, hogy

4 egymas utani dobasban nem jelenik meg a hatos (5)4. Annak a valészintisége,

6
hogy négy dobasban megjelenik egy hatos P, = 1 — (%)4. Hasonléan, annak a
valoszinlisége, hogy két kocka dobasaban nem jelenik meg a dupla hatos %, annak
a valoszinlisége, hogy ez 24 dobasban nem jelenik meg (%)24. Annak a valdszini-
sége, hogy 24 dobasban megjelenik egy dupla hatos P, =1 — ( %)24.
Erdemes megérteni, hogy a P; és P valdszinliségek miért vannak olyan kozel
egymashoz. Vezessiik be az a, = (1 — %)n, n = 1,2,..., szamokat. Ekkor

1
’

1-P = az/s, 1-P, = agég. Viszont tanultuk az analizisben, hogy nh—{go an =€
e =2.71.... Tovibba ez az a,, sorozat elég gyorsan tart a hatarértékéhez, ezért az
ag ~ e~ ! és agg ~ e ! elég j6 kozelités. Ezért mind a P; mind a P, valdszintiség jol
kozelitheté az 1 — e~2/3 szdmmal. Tovabb4 ismeretes, hogy az a,, sorozat monoton
csokkend, és innen adédik, hogy P; < P,. Torténetesen az 1 — e~ 2/3 szam kozel
van %—hez, és a Py és Py valdszintiségek ezt a szamot kozrefogjak. A P; szam értéke
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2 7 1296 ~ 048



b.) Tekintsiik azt az altalanosabb problémat, amikor n nyerés kell a tét megszerzéséhez,
és az elsO jatékos k a masodik pedig [ alkalommal nyert. Tekintsiik a kovetkezo
m—k)+(n—10)—1=2n—k—1—1 fordulét. Az els§ jatékos akkor és csak
akkor nyerné el a tétet, ha ezekben a fordulékban legalabb n — k alkalommal nyer.

=k =1 9n —k —1—1
> ( _ ) Jelen esetben az
J

els6 jatékos %, a masodik jatékos % valészintiséggel nyeri el a tétet. Az igazsdgos

tehat a 7 : 1 ardnyu osztozkodas.

Ennek valészinésége P = 2F+i+1-2n
j=n—k



