A februar 25-i eléadashoz kapcsolédé gyakorlat feladatai.
Feladatok:

1.) Két kiilonbozé fardl leszednek 100 almat, és beteszik két kiilonbozé (megkiilon-

1
boztethetetlen) 1addba. Ez egyik fardl szedett almék (egymédstdl fiiggetleniil) 1

1
a masik farél szedett almék pedig (szintén egymdéstdl fiiggetleniil) 10 val6szinti-

séggel férgesek. Kivesziink az egyik (véletlentil kivélasztott) 1ladabol két alméat és
mind a ketté férges. Ezek utan kivesziink a masik 1ladadl egy almat. Mi annak a
valészintisége, hogy ez az alma mar nem férges?

Megoldds: Ertsiik meg el6szor pontosabban a feladatot. Jelolje B azt az eseményt,
hogy els6 alkalommal a rosszabb fardl leszedett alméakat tartalmazo laddhoz nyu-
lunk. Ekkor egyrészt P(B) = 1. Mésrészt, ha egymds utdn, esetleg valtogatva a
lddakat kivesziink egymas utan a ladakbdl almékat, definidljuk a jq,..., jx hizés-
sorozatot, ahol mindegyik js = +1, j; = 1, js = 1 azt jelenti, hogy a s-ik hizas
soran az elsének kivalasztott 1ladabdl, j; = —1 pedig azt, hogy a masik ladabol
valasztottunk almat, akkor A(ji,...,j,)-nel jelélve azt az eseményt, hogy minden

kivalasztott alma férges, felirhatjuk, hogy

1 U(J1,s--30n) 1 n—u(j1,---,dn)
PUAGL3)1B) = () () ,

10
_ 1 u(]1a7]n) 1 n_u(j17'“,jn)
P(AGjL, .. jn)|B) = [ — - :
ahol u(j1,...,7n) jeloli a ji, ..., j, sorozatban szerepl6 +1 jelek szamat. Hasonléan

fel tudjuk irni annak feltételes valdsziniiségét, hogy egy eldirt huizassorozat esetén,
amelyikben megmondjuk, hogy mikor melyik 1ladabdl huztunk almat a férges és
jo almahtuzasoknak eloirt sorozata jelenik meg, feltéve a B eseményt vagy an-
nak komplementerét, a B eseményt. Jelolje C' azt az eseményt, hogy az elsé két
hizésban férges almat hizunk, D pedig azt, hogy a harmadik hizasban (a ldda
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megvaltoztatdsa utdn) jé almat hizunk. Ekkor a P(D|C) = feltételes

valoszinliséget akarjuk kiszamolni. Viszont,

P(C) = P(C|B)P(B) + P(C|B)P(B) =



P(CND 51
Innen P(D|C) = ﬁ =3

. Legyenek Aj, Ao, ..., események egy (€2, A, P) val6szintiségi mezon. Lassuk be,
o0 oo

hogy U [\ Ak jeloli azt az eseményt, hogy az A1, As, ..., események koziil véges
n=1k=n
sok kivétellel mindegyik bekovetkezik.
Megoldas: Az, hogy az A, események majdnem mindegyike bekovetkezik, azt je-
lenti, hogy van olyan n szam, amelyre igaz, hogy minden k > n indexre bekovetkezik
oo

az Aj esemény, azaz a B, = Ay esemény is bekovetkezik. Az, hogy a B,
k=n

esemény bekovetkezik valamely n szdmra azt jelenti, hogy bekovetkezik az |J B, =
n=1

oo o

U () Ak esemény.

n=1k=n

. Ha egy szabdlyos pénzdarabot végtelen sokszor feldobunk egymads utan, akkor egy
valoszinliséggel lesz legalabb 50 fejdobas.

Egy lehetséges megoldds: Az is igaz egy valdszintiséggel, hogy a
By, = {azon j indexekre, amelyekre 50k < j < 50(k + 1) minden dobés fej}

események koziil végtelen sok fog bekovetkezni. Ugyanis ezek a Bj események
fiiggetlenek, P(By) = 2759, tehdt > P(Bj) = co. Ezért a Borel-Cantelli lemm4-
k=1

bol kovetkezik a kivant allitas, sot az_is, hogy végtelen sok B esemény kovetkezik be
egy valdszintiséggel. Valéjaban a Borel-Cantelli lemmara nincs is sziikség. Annak

valoszinlisége, hogy egyik Bj esemény sem kovetkezik be lim (1 — 2_50)N = 0,
tehat egy valdszintiséggel valamelyik Bj esemény bekévetkezik?o

Hogyan lehet egyszertien latni a Borel-Cantelli lemma nélkiil, hogy végtelen sok By,
esemény bekovetkezik egy valoszintiséggel? Segitség: Elég belatni, hogy barmilyen
L szdmra egy valoszintiséggel legaldbb L Bj, esemény bekovetkezik. Viszont az el6z6
érveléshez hasonléan, annak valdszintisége, hogy van egy legalabb 50L hosszu tiszta
fejdobas sorozat egy valdsziniiséggel. (Jegyezziik meg, hogy ebben az érvelésben
kihasznaltuk, hogy megszamlalhaté sok egy valdszintiségii halmaz metszete is egy
valésziniiségii.)

. Egy kaszinéban azt jatsszak, hogy egymds utan feldobnak egy szabdlyos pénz-
darabot, és akinek a kaszindéban valé tartozkoédasa alatt csupa fej-dobas tortént,
az nyer, akinek ott tartozkddésa alatt tortént irds dobds is az veszit. Végtelen
sok ember egymast felvaltva betér a kaszindba, és ott megfigyel A,, pénzdobast.
Léssuk be, hogy amennyiben A,, = [logn], ahol log kettes alapi logaritmust jeldl,
[x] pedig a legnagyobb z-nél kisebb egész szam, akkor egy valdszintliséggel végtelen
sok ember tavozik nyertesen. Ha A,, = [% log n}, akkor egy valdszintiséggel csak
véges sok ember tavozik nyertesen. Mi a helyzet, ha A,, = [logn + loglogn|, és ha

A, = [logn + % log logn]?



Megoldas: Az egyes emberek egymastol fiiggetleniil tavoznak nyertesen vagy vesz-
tesen a kaszinobdl, és annak valdszintlisége, hogy az n-ik ember nyertesen tavozik
2~4n A Borel-Cantelli lemma miatt egy valészintiséggel tavozik végtelen sok em-

(0. @]
ber nyertesen, ha Y. 2747 = oo, és egy valdszintiséggel csak véges sok ember
n=1

e 1
tavozik nyertesen, ha > 2747 < oo. Ha A, = [logn], akkor — < 274 <
n

n=1

2 X1 0
=3 = = oo, ezért Y 274" = oo. Hasonléan A, = [%logn} esetében
n n=1"M n=1
]_ [e’¢)
212 An < 0 a Z 017100 < oo reldcié miatt. Végiil n§12*An = 00, ha

A, = [logn + loglogn], és ZIQ_A“ < o0, ha A4, = [logn+ 18(1) loglogn]|, a

< o0 relacidk miatt.

, 1
; nlogn es Z n(log n)101/100

. Lassunk példat arra, hogy a Borel-Cantelli lemma azon felében, amikor teljesiil

a Y P(A,) = oo relaci6, a fliggetlenség feltétele nem hagyhaté el. Mutassunk
n=1
példat (€2, A, P) valészinliségi mezére, azon Aj, As, ..., eseményekre, amelyekre

o0

> P(A,) = o0, és
n=1

a) Annak valészintisége, hogy végtelen sok A, esemény kovetkezik be 1.

2
b) Annak valésziniisége, hogy végtelen sok A, esemény kovetkezik be 0.

Megoldds: Legyen (2, A, P) az ©Q = [0,1] intervallum, azon A a Borel mérhetd
halmazok o-algebréja, és P a Lebesgue mérték. Az a) esetre példa az, ha A,, = [0, 1]
minden n-re. Ekkor végtelen sok A, kévetkezik be egy x € ) pontban akkor és csak

akkor, ha 0 < z < 3, és ennek Valoszmusege 5. A b) esetre példa, ha A,, = (0, 2],
1

n = 1,2,.... Ekkor ugyanis Z P(A,) = Z — = 00, és minden z €  pontra
n

n=1
csak véges sok olyan n index van amelyre x € A,. Ugyanis minden x > 0 szamhoz
létezik olyan ng, index, amelyre x > ﬁ, han > ng, és © ¢ A,, han > nyg.

. Adjunk példat egy (9, A, P) valésziniiségi mezére azon harom A, A, és Aj ese-
ményre, amelyekre P(Al N AQ N Ag) = P(Al)P<A2)P(A3), de az Al, A2 és Ag
események nem fiiggetlenek.

Egy lehetséges konstrukcio: Legyen Q = {1,2,3,4,5}, A az Q halmaz Osszes

részhalmazaibdl allé o-algebra, P({1}) = z, P({2}) = P({3}) = P({4}) = v,

P({5}) = 1 — z — 3y, alkalmas = és y szdmokkal, P(A) = >  P({u}) minden
ucA

A € A halmazra. Definidljuk az A; = {1,2}, Ay = {1,3} és A3 = {1,4} hal-

mazokat. Ekkor Ay N Ay N Az = {1}, ezért P(A; N Ay N Ag) = x. Masrészt

P(Ay) = P(As) = P(A3) = = + y. Vélasszuk meg az x és y szamokat ugy, ho8gy

1
r = (z+y)3. Egy lehetdség erre, z +y = 3’ és ekkor x = (z +y) = 77 V=15



6'.

2
tovabba P({5}) = 77 Ebben a példdban P(A; N Ay N As) = P(A1)P(A)P(As).
Viszont Al N A2 = {1} = Al N AQ N A3, fgy nyﬂvén P(Al N Ag) 7£ P(Al)P(AQ)
Tehat a fiiggetlenség nem teljesiil.

Adjunk példdt minden N > 2 szdm esetén egy (2, A, P) valésziniiségi mezére azon
N Aq,..., AN, eseményre, amelyekre

P(Al ﬂAQﬂ"'mAN):P(Al)P(AQ)”'P(AN)J

de az Ay, Ay, ..., Ax események nem fliggetlenek.

Az elbz8 konstrukcio mddositasa: Legyen Q = {1,2,..., N + 2}, A az Q halmaz

Osszes részhalmazaibdl 4116 o-algebra, P({1}) =z, P({j}) =y, ha2 < j < N +1,

P({N +2})=1—2— Ny, alkalmas = és y szdmokkal, P(A) = >  P({u}) minden
ucA

A € A halmazra. Definidljuk az A; = {1,j + 1}, 1 < 7 < N, halmazokat. Ekkor

AiNAsN---NAN = {1}, ezért P(A1NA2N---NAN) = z. Mésrészt P(A;) = z+y,
1 < j < N. Vilasszuk meg az z és y szdmokat gy, hogy z = (x + y)V. Egy
1

1 1
lehet8ség erre, x + 1y = N ésekkor x = (z +y)VN = —, y = — tovabba

N N N NN

P{N+2})=1—2—Ny= NN Ebben a példdban P(A1 NAsN---NAN) =
P(A1)P(As)...P(An). Viszont az Ay, ... An, események nem fiiggetlenek.
Léssunk példat arra is, hogy események paronkénti fiiggetlenségébdl nem koévetkezik
azok fiiggetlensége, azaz definidlunk egy (2, A, P) val6szintiségi mez6t, azon harom
A1, Aa, As-mal jelolt eseményt, amelyek paronként fiiggetlenek, azaz P(A;NAsy) =
P(Al)P(AQ), P(Al ﬂAg) = P(Al)P(Ag) és P(Ag ﬂAg) = P(Az)P(Ag), de nem
teljesiil a P(A1NA2NAs) = P(A1)P(A2)P(As) azonossag, tehat ezek az események
nem fiiggetlenek.

Megoldds: Alljon az (9, A, P) valészinfiségi mez8ben Q 4 pontbdl, a jobb szemlél-
hetdség kedvéért legyenek ezek az (1,1), (1,2), (2,1), (2,2) pontok, alljon A az Q
halmaz Osszes részhalmazabdl, és legyen P({(1,1)}) = P({(1,2)}) = P{(2,1)}) =

P({(2,2)}) = i Tekintsitk az A; = {(1,1),(1,2)} As = {(1,1),(2,1)} és A3 =

{(1,1),(2,2)} halmazokat. Ekkor teljesiilnek a P(A; N As) = P(A1)P(A2), P(A1N

Asz) = P(A1)P(A3) és P(Aa N As) = P(A2)P(As) azonossiagok, mert P(A;) =
1

P(AQ) = P(Ag) = 5, és mivel AlﬂAQ = AlﬂAQ = AgﬂAg = {(1, 1)}, P(AlﬂAg) =

1

P(Al N Ag) = P(AQ N Ag) = Z MéSI‘éSZt, P(Al N AQ N Ag) 7£ P(Al)P(AQ)P(Ag),

1 1
mert P(Al N A2 N Ag) = P({(l, 1)}) = Z, és P(Al)P(AQ)P(Ag) = g
Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk n > 5 alkalommal. Mi a valésziniisége annak,
hogy legaldbb 5 fejdobas torténik? Mi a valdsziniisége annak, hogy egy szabdlyos
pénzdarab végtelen sok dobéasa soran legfeljebb 5 fejdobas torténik? Tekintsiik
ennek az utobbi feladatnak egy valdszintiségi modelljét és beszéljiik meg a kovetkezo
két tulajdonsig kapcsolatat:



10.

a. Egy A esemény nem kovetkezhet be.
b. Egy A esemény nulla valdszintiséggel kovetkezik be.

Megoldas: Annak valdszintisége, hogy egy szabdlyos pénzdarab n egymastdl fiig-

n
getlen dobdasa soran pontosan j darab fejdobas torténik ( . )27", mert Osszesen
J

n ,
( ) ilyen dobassorozat van, és mindegyik dob&assorozat valdsziniisége 27". Igy
J

5
annak a valdszinlisége, hogy legfeljebb 5 fejdobds torténik > (n) 27", Annak
=0 \J

a valészinlisége, hogy végtelen dobdssorozat esetén legfeljebb 5 fejdobas torténik
5. (n

lim ) ( > 27" = 0. Miért szabad hatéarértéket venni? Megbeszélendo, hogy fel-

nee =0 \J

hasznaltuk a valészintiségi mérték folytonossagi tulajdonsagat, amely a valdszintiség

o-additivitasabol kovetkezik.

1
Egy 100 tagu tarsasag minden egyes tagja egymastdl fliggetleniil 1 valoszint-

000
séggel betegszik meg. Mi annak a valdszinlisége, hogy a tarsasagnak lesz beteg

tagja? A kapott eredményrél mit mondhatunk? Az nagyon nagy, majdnem 1 vagy
nagyon kicsi majdnem nulla?

Megoldds: Jelolje A; azt az eseményt, hogy a tarsasdg j-ik megbetegszik meg.
Ekk P(A;) = —
or & P(4;) = 15551

minket érdekl6é esemény komplementerének, azaz annak az eseménynek a valdszi-
1000

niiségét, hogy mindenki egészséges. Ez az () (©2\ A;) esemény. Mivel P(2\ 4,) =
=1

és az A; események fliggetlenek. Szamoljuk ki elészor a

1
- —,
1000

1000 1\ 100
fiiggetlensége is, ezért P | () (2\ 4;) | = (1 — —) . Innen a minket érdekls

és az A; események fiiggetlenségébdl kovetkezik az Q \ A; események

1000

1=

1
1 100
, 16s7in{isé 1- (1~ ‘
esemeny valoszinusege ( —1000)

100 1000\ 1/10
Végiil jegyezziik meg, hogy (1 — 1 = 1— 1 ~ e~1/10
’ 1000 1000 .

Miért? Ez a szam nagyon kozel van az egyhez, ezért a minket érdekld valdszintiség
értéke Kkicsi.

Tekintsiik a kdvetkezd valdszintiségi mezét. Q@ = {1,...,n}, ahol n valamely pozitiv
egész szam, A az () Gsszes részhalmazaibdl all6 o-algebra,

P(A) = az A halmaz szémosséga'

n
Legyen n = pi* - - - p;* az n szam primtényezds felbontdsa, és definidljuk a kovetkezd
A; eseményeket: A; = {m: m oszthat6 a p; szdmmal}, 1 < j < k. Legyen B =
{m: m relativ prim az n szdmhoz képest}. Mutassuk meg, hogy

5



a. Az Ay, ..., A események fiiggetlenek.

k 1 k 1
b. P(B) =[] (1 — —), azaz Osszesen n - (1 - —) n-nél kisebb és az n-hez
j=1 by j=1 bj
képest relativ prim van.

Megoldas: A; = {pj,ij, cee, ﬁpj} egy 2 szambol 4116 halmaz, ezért P(A;) =
Dj bj

1

—, 1< j<k Az A; NA;,N---NA;, halmaz az n-nél kisebb p;, ---p;, szdmmal

Dj

oszthaté szamokbdl all minden 1 < j; < jo < .-+ < js < k sorozatra, ezért

Szamossaga L, és P(Aj;,NA;,N---NA;,) = ———. Ez azt jelenti, hogy

p]lpjs pjl...pjs
P(Ajl ﬂAjQ .- ﬂAjS) = P(Ajl)P(Ajz)P(AJS) minden 1 S jl < j2 < -0 <
js < k sorozatra, ezért az Ay, A, ... A halmazok fliggetlenek.

k
Végil B = Q\(A1U---UAg) = [ (Q\A4,). Ezért és az A; események fliggetlensége
j=1

k k 1

miatt P(B) = [[ P(Q\ 4;) = [] (1 - —), ahonnan kovetkezik a B halmaz
j=1 j=1 P

szamossagara megadott képlet.

Az eloz6 két feladatban lattuk hogyan lehet egyszertien kiszamitani a A; U --- U
A,, alaki események valdszinliségét, ha az A;, 1 < j < n, események fiiggetlenek.
Ezek a szamolasok természetesen kihasznaltdk a tekintett események fliggetlenségét.
A kovetkezében azt targyaljuk meg, hogy amennyiben nincs feltétleniil fiiggetlenség a
tekintett események kozott, de ki tudjuk szamolni az A; N---N A, alakd események
valoszinliségét, akkor egy tigynevezett szita formula segitségével ki tudjuk szamitani az
Ay U--- U A, események valészintiségét is. Tovabbd megmutatjuk, hogy ez lehetévé
teszi érdekes feladatok megoldasat. A kovetkezo feladatot fogjuk targyalni:

11. Egy estélyen megjelenik n hazaspar. Egy tancmester, aki nem tudja, hogy kik
hazastarsak és kik nem véletlen médon parba rendezi a férfiakat és noket a tanc
elott. Mi a valdsziniisége annak, hogy egyetlen hazaspar sem tancol egyttt? Mi
ennek a valdsziniiségnek a hatarértéke, ha n — oo?

Megoldds: Definidljuk a kovetkezé A; eseményeket:
A; = a j-ik hdzaspar egiitt tancol, 1 <j < n.

Ekkor minket a P(A;U---UA,) =1— P(A; U---UA,) valésziniliség érdekel.

n—k)!
Vegyiik észre, hogy a P(A;, N---NA;,) = Q
n!
az Osszes lehetséges parbaallitasok szama n!, mig az olyan parbaallitdsok szama,
amelyben a ji-ik, jo-ik, ..., jr-ik hdzaspar egy parba keriil (n — k)!. Tovébba
érvényes a kovetkezd az irodalomban szita-formuldnak nevezett eredmény, amely
szerepelt az el6adason is.

azonossag igaz. Ugyanis



Szita formula. Legyenek Aq,..., A, tetszbleges események egy (2, A, P) valdsziniiségi
mezon. FEkkor

P(Alu"'UAn):SI_SQ+53—~~~—|—(—1)TL+IS’”,
ahol
Sk = Z P(Aj, N---NAj,).

11 < <gre<n

A szita-formula segitségével kapjuk, hogy n hézaspar esetében

_(n\(n—k) 1
Sk_(k) nl kU

Innen adédik, hogy a minket érdeklo valdsziniiség n hazaspar esetén

P(AyU---UA,)=1—-PAU---UA,)

n . <_1)k
=1-8+S+--+(-1)"S, = B
k=0 ’
és ezért
P(A A,) = - CDF 1 h
(AyU---U ”)_z:: a0 amn— oo.

k=0



